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NOUVELLES  ANNALES 

DE 

MATHÉMATIQUES. 

SOLUTION  DB  U  «IlSTrON  393  (CATAL4N) 

(tolri.XVI.p  Sifji 

P*K  BIH.  Hamus  LÀQUIÈRE  kt  Gkobou  FENÉON, 
ÉUtw  du  Ijcéa  Stiat-Loula. 

Je  transporte  les  axes  parallèlement  à  eiix-mémes  à 
rextrémité  A  de  l'ordonnée  /,.  Les  équations  des  deux 
courbes  seront 

L'aire  compriae  entre  l'axe  des  x,  une  ordonnée  quel- 
conque, et  la  courbe,  sera:  pour  la  parabole  cubique 

et  pour  la  parabole  du  deuxième  ordre 

Or,  les  deux  courbes  passant  par  les  trois  points  A ,  C ,  E, 
l'on  a 

X,-X,  =  Hm  +  ai-t-pt>)s=i(K  +  WS] 

L:,.i,-z__iv,GoOg[c 


(6) 

et 

j-,— /,  =2  *(«  +  »«*  4-4/'*')=  a*(M+2NJ), 

d'où 

H  =  m  —  2  pS*,  H  =  /!  +  ipi. 

L'flxpreiBÎoa  (a)  devient  alors 

,3,  ,.(^_,,  +  l^'.). 

Faisant  x=  ad,  les  expressions  (i)  et  (il)  deadeux  aires 
deviennent  égales  à 


4r(2  +  |„,+„.). 


Ainsi  les  aires  des  detix  triangles  curvilignes  terminés 
aux  paraboles  du  deuxième  et  troisième  ordre  et  à  l'axe 
des  X  et  à  l'ordonnée  /,  sont  équivalentes. 

Il  en  résulte  évidemment  que  les  surfaces  curvilignes 
BCA,  CDEC,  sont  équivalentes. 

Or  l'on  sait  que  la  surface  d'un  trapèze  parabolique 
compris  entre  deux  ordonnées  y,  Bly^  a  pour  expression 


5*(r.+j'.  +  4r.}. 


Yi  ëiant  l'oi'doniiée  également  distante  de  1"»  et  ^|. 

Elle  donne  donc  exactement  aussi  l'aire  comprise  entre 
les  mi^mcs  limites  pour  la  parabole  cubique. 

Il  en  résulte,  en  outre,  que  la  foi-mulo  de  Tliomas  ^jimp' 
son  est  rigoureusement  ap])licablc  à  la  parabole  cubique 
dont  elle  décompose  l'aire  en  tra[)èzes  qu'elle  évalue  exac- 
temoul . 
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NATE  SUR  L'EXTRACTION  Ml  LA  RAGIN8  CIBIQCI; 

Pa&  h.  FORESTlEa, 
Licenciées  Sciences  mathématique^,  Profesieur  ï  SainM-Barbg. 


Lorque  l'on  veut  obtenir  la  racine  cubique  du  plus 
grand  cube  entier  contenu  dans  un  nombre  donné,  quel- 
ques traités  d'aritbmétique  font  faire  le  cube  de  la  racine 
pour  v^riCer  le  dernier  cbiffre  de  cette  racine  ;  ce  procédé 
est  très-long  quand  on  veut  obtenir  un  grand  nombre  de 
chiffres  à  la  racine. 


■  6146749^379409  - 


374.67 
3V.«4 


44i4S>5 


545 

î.5'  =  75,. 
616 

8116.4 
t6 

.54 

4 

6i« 

3.S4'«ft74e.. 

(   8.a5 

1  88>9iS.S 
(    ïS 

1616 
6 

Î.S4S'  =  69.075.. 

98.36 

16356 
6 

8930563E.6 
36 

98.36 

3.5456>s893o38o8 

D'antres  traités  forment  les  diverses  parties  du  cube  qui 
se  trouvent  dans  le  reste;  ce  moyen,  quoique  plus  erpé- 
ditif  qne  le  précédent ,  est  encore  assez  pénible  parce 
qu'il  faut  former  trois  fois  le  carré  de  la  racine  obtenue 
pour  la  détermination  du  chiffre  suivant. 


_iv,Goog[c 


(8) 

C'est  cette  partie  des  calculs  que  nous  nous  proposons 
de  simplifier,  et  même  de  faire  disparaître  complètement 
sans  rien  changer  aux  antres  calculs. 

Soit  proposé  d'extraire  la  racine  cubique  du  plus  grand 
cube  entier  contenu  dans  1624^749^379409.... 

[Voir  les  calcula  ci-contre.) 

Après  avoir  obtenu  le  second  chifîre  de  la  racine  4  par 
une  division,  on  peut  rërifier  ce  cbifFre  do  la  manière 
suivante. 

On  forme  trois  fois  la  racine  ce  qui  donne  i5 ,  on  écrit 

4  à  la  suite  ce  qui  donne  t54  et  on  multiplie  par  4  le 
produit  616=  3a&  +  ^*  (en- représentant  par  aie  cbiffre 

5  déjà  obtenue!  par  ^lechiiTreà  vérifier). 

On  écrit  ce  produit  an-dessons  de  7^00  et  on  fait  la 
somme ,  ce  qui  donne 

8ii6  =  3a'+3a»-]-K 

En  multipliant  ce  nombre  par  4j  on  obdent  33464 
qui  contient  3a*&  -\-'àab*  -)-  h*,  c'est-à-dire  les  diverses 
parties  du  cube  con  tenues  dans  le  reste. 

On  voit  dans  notre  exemple  que  4  est  le  chiSre  de  la 

Pour  obtenir  te  troisième  chiffre  de  la  racine,  il  faut 
former  3.54*-  Ce  produit  s'obtient  en  écrivant  4*  ou  16 
au-dessous  des  nombres  616  et  8116,  ce  qui  donne  le  ta- 
bleau suivant  : 

616=  3aft-{-6' 

8m6=:      ia'-^Zab-¥b' 

16  =  i'  • 


8748=:^  3fl"  -t-fiafr  +  S*' 
Or  trois  fois  le  carré  de  54  donne 

3(«-i-A)'=3<r>  +  6fl*-f-  3K 
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On  voit  par  lit  que  cette  partie  des  calculs  se  trouve  ra- 
menée à  une  addition  de  trois  nombres  déjà  formés. 

En  jetant  les  yeux  sur  le  tableau,  on  voit  comment  on 
peut  disposer  les  calculs. 

On  peut  même  les  abréger  en  se  dispensant  d'écrire  deux 
fois  les  nombres  que  l'on  a  à  soustraire  et  effectuer  les 
soustractions  en  même  temps  que  l'on  fait  les  produis. 


SSCONM  SOIUTIIN  BK  U  QIKSTION  39< 


P«B  H.  p.  CHAILIOT, 
ÉUte  du  Ijcée  ds  VenailleB  (cluse  de  M.  Vanntao). 


Par  le  sommet  d'un   triangle  plan  ABC,  mener  une 
droite  telle,-qae  les  perpendiculaires  BB',  CC  abaissées 


respectivement  des  sommets  B  et  C  sur  celle  droite,  for- 


b,  Google 


ment  deux  triangles  rectangles  ABB',  ACC'ëquivalenta, 
Soit  AX  la  droite  demandée.  Posons 

CAX=:*,     BAX=j-, 
noiu  avons 

Cherchons  leur  différence. 
On  demande  que 

AC,CC'  =  AB'.BB'. 
Remplaçant  ces  lignes  par  leurs  valeurs 
&■  cosd;  sin  jc  :=  c' cos  7' sin  j' , 


d'où 


•inaj-" 


sina*  — sinaj' 

e>~b' 

sin3*-BiDaj-~ 

-.-+*' 

et 

,  d'après 

un  théorème  connu 

tangix-j-) 

c'  —  b' 

tangA 

.'-Hé'' 

Pour  construire,  écrivons  cette  égali 

UngA 

r-l 

Tirez  CD  de  façon  que  l'angle  ACD  =  ABC,  les  triangles 
semblables  ACD,  ACB  donnent 

Prenez  AD'  =  AD ,  au  point  B  faites  un  angle  droit  sur 
AB,  joignez  D' L ,  par  le  point  D  menet  DK  parallèle  k 


bvGoog[c 


(  ■■  ) 

D'L,  joigaez  AK;  od  aura 

UngBAK_BK,_BD   _^ c 

(angA    ~BL~Biy~^^' 

Donc 

BAK=*— j-. 

n  ne  reste  plas  qu'  à  mettei;  la  bissectrice  AX  de  l'angle 
BAK,  ce  sera  la  droite  demandée. 

Remarque  I.  Si  le  triangle  est  isocèle,  b  =  c,on  a 
X  =  _^.  La  bissectrice  de  l'angle  du  sommet  répond  évi- 
demment k  la  question. 

Remarque  II.  Si  l'on  demandait  que  les  triangles,  au 
lien  d'être  équivalents ,  fassent  dans  an  rapfiori  donné 
—1  on  arriverait  i 

ang(3r  — j-)_  c'-~b'  _  m 
tangA  c*  -h  6'  '  «  ' 

ce  qui  se  construirait  d'une  manière  analogue. 


SBC«inE  SOLUTION  DE  U  QUB&TION  394  (SUJIIK) 

P«  M.  MARins  LAQUIÈRE, 
iimt  da  Ijcée  S*iiit-louU(clM»edc  M.  Faurie). 


La  question  revient  à  pronver  que  le  rapport  anhar- 
moniqae  de  quatre  cordes  partant  de  l'extrémité  d'un 
même  diamètre  est  égal  k  celui  des  quatre  cordes  supplé- 
mentaires, puisqu'à  tout  système  de  diamètres  coujugués 
vorrespond-un  système  de  cordes  supplémentaires  paral- 
lèles. 
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Ce  théorème  «st  un  S&s  particulier  du  théorème  sui- 
vant: 

Soient  quatre  pointa  c ,  Ci ,  £i ,  Ct  d'une  conique ,  et  un 
cinquième  point  quelconque  m.  Le  rapport  a  riharmonique  - 
des  quatre  droites  me ,  mct ,  mc« ,  rrici ,  est  indépendant 
de  la  position  du  point  m  sur  la  tirconférence  de  la  co- 
nique. 

Ce  théorème  est  évident  pour  le  cercle ,  je  vais  l'en  dé- 
duire pour  une  conique  quelconque. 

Je  place'  ta  conique  sur  un  c6ne  dont  le  sonunet  soït  S  : 
soit  O  un  cercle  tracé  sur  ce  c6ne.  Les  génératrices  Se, 
Sf^iiSci,  Sct,Sm,. . ,,  déterminent  sur  le  cercle  cinq 
points  c.  Cl,  Ct,  Ct,  M. 

Quel  que  soit  le  point  m,  le  rapport  anharmonique  des 
qiutre  plans  mcS,  mciS, . . .,  est  ^al  à  celui  des  quatre 
droitesmc,  me,, ...,  ainsi  qu'A  celui  desquatre  droites  MG, 
MC, , ....  Le  rapport  des  quatre  cordes  concourantes  de 
la  conique  est  donc  égal  à  celui  des  quatre  cordes  concou- 
rantes du  cercle,  et  comme  ce  dernier  est  indépendant  de 
la  position  du  point  M,  le  précédent  est  aussi  indépen- 
dant de  la  position  du  point  m  sur  la  circonférence  de  la 
conique. 


SOLUTIOIII  DES  QUESTIONS  M  L'UGSBRB  BERTRANB 

(a*  édition,  chopilrcXVIII); 


PAB  H.  EMILE  MATHIEU, 


.  Trouver  la  dérivée  de 

logarcsinx,     Iogarccos;r,     logarctangj; 
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(  .3  ) 
Pour  les  deux  premières  quantités,  on  a 


pour  ta  troisième ,  on  a 


n.  Trouver  la  dérivée  de  arcsin  %x\li  —  3?  et  dire 
pour  quelle  raison  cette  dérivée  esl  double  de  celle  de 
mrcsinj:. 

Ecrivons  d'ahoid  cette  expression  arc  sin  ^4  ^'  —  4  ^> 
sa  dérivée  est 

y,,  ,1—       ou        -■■■.        ■■■• 

^/i— ;4;r'-f-4ir"        )f^  —  X>  ^T^^ 

Celte  dérivée  est  double  de  celle  de  arc  sin  x,  parce 
que  arc  sin  a,r  ^i  — x*  est  double  de  arc  sin  x.  Posoni 


en  eflet 

f  = 

:slDr 

o 

u     J-  = 

:arcsiD*C), 

et  nons  au 

irons 

arcsin  a^V 

'.-«' 

ar^siD 

(a sin  J'eus ^; 

m.  Trouver  la  dérivéedearctang-—  et  dire  pour 

quelle  raison  cette  dérivée  est  la  même  que  celle  de 
arc  taiigx. 

La  dérivée  de  arc  tang est 

I I  ~ ax -\- {a -\' x;  a  i 

elle  est  la  même  que  celle  de  arc  tang  x,  parce  que 

n~>  j.  Celle  naUlion  pri'senle  dm 
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arc  tang  -— - —  ne  dilîère  de  arc  Uiig  x  que  d'une  con- 
stante. Posons  en  effet 

a  =  tanga,     x^tangjr, 
et  nous  aurons 

•"t«>g7^^  =  «rc  Ung[lang(«  +  j')]=^  +  «, 

IV.  Trouver  la  dérivée  de  arc  tang  "  +  *+'-  "^^  . 

t  -^-ab  —  ax  ~  bx 
Dire  pourquoi  elle  est  la  même  que  la  précédente.  On  a 
a  4-  ft 
a-\-b  -i-x  —  abx  _    t—ab'^* 
I  —  ab  —  ax~bx  ~~  a-t-  b 

L'expression  dont  on  cherche  la  dérivée  est  donc  celle 
de  la  précédente ,  dans  laqu^le  on  a  chaîné  a  en  ""*"     ■ 

Donc  la  dérivée  doit  être  encore ■ 

I  +  ** 

V.  Trouver  les  bases  dans  lesquelles  un  nomlM-e  peut 
étre^al  è  son  logarithme,  en  employant  l'un  des  procé- 
dés suivants  : 

i".  On  étudiera  la  fonction  x  — logx,  et  l'on  cher- 
chera ta  condition  pour  qu'elle  puisse  devenir  nulle. 

9".  On  étudiera  la  fonction—^,  et  l'on  chei-cbera  la 
condition  pour  qu'elle  puisse  devenir  égale  à  l'unité. 

3".  On  étudiera  la  fonction  ax —  x,  et  l'on  cherchera 
la  condition  pour  qu'elle  puisse  devenir  égale  à  zéro. 

4".  On  étudiera  la  fonction  — >  et  l'on  cherchera  la 
condition  pour  qu'elle  puisse  devenir  égale  à  l'unité.      ., 
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EtodioRs  d'abord  la  foDCtîon  y=.  x  — 1<^  x.  Xa  déri- 
vée est 

Supposons  d'abord  la  base  a  >- 1 .  Depuis  x  =  o  jusque 
x=loge,  y  est  négatii,  et  depuis  Xs=log0  jusque 
x=  to  ,  y  eat  positif. 

Ainsi  j  dÂ:rott  lorsque  x  varie  de  o  à  log  s,  et  croit 
lorsque  x  varie  de  log  e  k  œ  ,  et  la  marche  de  ta  fonction 
sera  indiquée  par  le  tableau  suivant  : 

x  =  \oge,  j'  =  log  «  —  log  (loge)  minimitm , 

Pour  que  la  fonction  j^  puisse  devenir  nulle,  il  faut 
donc  que  l'on  ait 

lOgtf  — log(log<f)<o 
mi 

*<loge, 

ce  qui  devient  successivement 

'<h' 

Si  on  suppose,  en  second  lieu,  labasea<|i,  logées! 
négaiîf,  il  n'y  a  plus  de  minimum  etjr  croit  d'une  manière 
continue  depuis  —  oo  jusque  +  oo ,  donc  jr  passe  nnc 
fois  par  o,  donc  la  condition  cherchée  est  bien 
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a,".  Etudions  la  fouction 

■^  =  13^ 
Moiu  aurons 

.         ^-     (%*)'     ' 

et  y  s'annule  pour  x^e. 
Supposons  d'abord  a  >  i . 
Pour  nn  »ur« 

*  =  o,  X^O, 

x^i  — A,         j-^iune  quantité  négative  irès-grande, 
1  =  1,  J^=±=o, 

X  ^  I  +  A ,        x=:  une  quantité  positive  trés-(;rande , 

•'  =  15? 


Pour  que  la  fonction  j puisse  être  ^ale  il'unilé,  il  fau- 
dra donc  que  l'on  ai  t 


Si  a esi<^ I ,  on  aura 

i=o,  r=o, 

x=  i  —  />,         /  =  une  quantité  positive  très-grande , 
*  ^  1  +  A ,        j-  =  une  quantité  négative  très-grande , 


La  fonction  : passera  une  fois  par  la  valeur 

entre 37  =  o  ei  a;  =  i. 
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3°.  Éludions  la  fonction 


Supposons  a  ]>  I,  y'  sera  négatif,  lorsque  x  variera  de 
—  Qo  à  X ^ iog  (  T-  ) '  c'  sera  positif,  loisque  x  variera 
<le  celte  valeur  à  x  =  «  .  Donc  lorsque  x  varie  de  —  co 
à  tc^  (  7"  )  '  '*  fonction  y  est  décroissante ,  et  elle  est  dé- 
croissante depuis  X  =  Iog  (  —  1  jusque  x  =  oo  ,  et  on  a 


=^(i)- 


_^=loge  —  Iog  (loge)  minimum, 
/  =  co. 

Pour  que  y  s'annule  ,  il  faudra  que  l'on  ail 
loge— log(log<r)<o. 

Si  a  est  <  I  ^y'  est  constamment  négatif,  et  la  fonctiony 
décroîtra  constammentdc  +  ao  à  — oo  ,  lorsque  x  variera 
de  —  «  à  4-  oo  ,  donc  y  s'annulera  une  fois. 
4°.  Étudions  la  fonction 

Nous  a  urons 


Supposons  o  >  I ,  on  voit  facilement  que  y    est  négatif 
lorsque  X  varie  de — ce  à— tetqu'il  est  positif  lorsque  x 


^■<r.<fc»M»riH(.,l.XVII.(}>nYi«ri{ 
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La  fouctiuii  y  décroit  de  o  à  — oo  ,  lorst^uc  x  varie 
de  —  00  à  o  ;  j' dëcroil  encore  de  -(-  oo  ia'la,  lorsque  jf 
tarie  de  o  à  — »  et  j'  croît  de  a'  la»,  h-w  ,  lorsque  j:  va- 
rie de  ~  à  -t-  oo  . 
la 

Si  y   passe  par  l'unité,  a"  la  étant  un   minimum, 
on  aura 

a<i?. 
Si  fl  est  <  I ,  on  voit  facilement  que  y  varie  de  —  oo 

à  a'"  la ,  lorsque  x  varie  de  o  à  —  ;  il  est  maximum  pour 

a:  ^  -7-  »  et  décroît  de  o  "  /o  à'  —  oo  ,  lorsque  x  varie  de  — 
la  '         ^  la 

i  o.  EnGiJ  y  décroît  de  oo  à  o,  lorsque  x  varie  de  o  à  oo  . 

Et  on  voit  que  y  passera  une  fois  par  l'unité. 

VI.-  Examiner  si  l'équation 

peut  admettre  d'autre  solution  que  x^m. 

On  met  facilement  cette  équation  sous  la  forme 
log  J  __  log  m 
X  m 

On  répondra  donc  à  la  question  en  étudiant  la  fonc* 
tion >  et  cherchant  si  cette  fouelion  peut  prendre 

deux  fois  la  même  valeur  pour  des  valeurs  difTércnies  m 
et  j;  de  la  variaUlc.  * 
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La  dérivée  de  /  =  - 

Nous  supposerons,  par  exemple,  que  les  logarithmes 
soient  les  logarithmes  vulgaires;  alors  ^'  sera  positif, 
lorsque  X  variera  de  o  àe,  il  sera  nul  pour  x  =  e,  et  il  sera 
négatif  lorsque  x  variera  de  e  à  co  . 

Ainsi  y  décroît  lorsque  x  varie  de  o  à  e ,  il  est  maxi- 
mum pour  x  =  e,  et  il  décroît  lorsque  a:  varie  de  e  à  oo  , 
et-nous  aurons 

«  =  i,      r  =  o. 
—  —  Î2Lf 


Ainsi  prend  deux  ibis  la  même  valeur,  lorsque  x 

varie  de  e  à  eo  ,  et  l'équation 

admettra  deux  solutions,  lorsque  m  sera  plus  grand  que  i  ; 
si  m  est  <  »  i  il  «'y  awa  que  la  solution  j;  =  m. 

La  iHite  prochainement. 

siurnoN  DE  u  oubstmn  m 

Pab  U.  Rigbard  p.  OXAMENDI. 
Soient  AA,,BBi,CCi,  tes  trois  perpendiculaires  abais- 

c.  ^=". 

d'où  l'équalion  piradoiale 
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ses  i]es  suinmeis  d'un  triangle  ABC  icspccliveineni  sur 
les  côlés  opposas;  considérons  le  triangle  A,  6,  C,  ; -soient 
A»  le  point  où  B|C,  coupe  AA,;  B,  le  i>oiiit  où  A|C, 
coupe  BB,  ',  C,  le  point  où  A,  B|  coupe  CC,  ;  considérons 
le  triangle  AiB^Ct;  soient  A,  l'iniersection  de  B^  C,  avec 
AAii  B,  l'iotersection  de  A,  Ct  avecBB,,  et  Ci  l'intcrs^-c- 
tiOn  de  A,  B,  avec  CC|,  et  ainsi  de  suite. 


étant  les  équations  des  côlés  BC,  AC,  AB  du  triangle, 
l'étpation  de  A„  B„  sera 

a  cos  A  +  p  co»  B  —  TO„  7  cos  C  ^  o , 


l'équation  de  AoB»  est  donc 

acosA  +  pcosB~27cosG  =  Oi 

de  même  pour  les  côlés  B„C„,  A„C„. 

1°.  La  droite  AAi  blssecte  l'angle  B„  A. C„i  de  môme 
les  droites  BB,, ce,. 

2°.  Toutes  les  droites  A„B,  passent  par  le  même 
point;  de  même  les  droites  A„C„,B„C„,  et  ces  trois  point» 
sont  une  même  droite  (*). 

(E.  Harbison,  Bacb.  Arts ,  Trinity  collège  Cambridge.) 

L'équation  de  AA,  est 
(t)  pcosB  — 7CoiC=o, 
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puisque  ,1e  rapport  des  perpendt  eut  aires  abaissées  d'ua 
point  de  ÂA,  sur  ÂB  et  AC  esi  égal  à  celui  des  sinus  des 
angles  BAA,  et  B,AC;  or  ces  augks  sont  complëmeii- 
laires  de  B  et  C.  On  peut  remplacer  le  rapport  de  sÎdus 
par  les  rapports  des  cosinus  des  angles  R  et  C. 

On  peut  écrire  de  suite  les  équations  des  deux  autres 
hauteurs , 

(a)  BB,,     «cosA— ycosC  =  o, 

{3)  ce,,     pcosB  — «cosA  =  o. 

Leur  somtae  est  nulle,  ce  qui  donne  an  théorème 
connu. 

Formons  k  présent  l'équation  de  A|Bt;  cette  droite 
passe  par  les  pointa  A,  intersection  de  (AAt,  BC)  et  Bt 
intersectiou  de  (  AC,  BB,),  son  équation  sera  de  la  forme 

(4)  ra-H*p  +  fT=o. 

Soient  a'  ^'y',  {/."^"f"  les  perpcodic  ut  aires  abaissées 
des  points  Â, ,  Bi  sur  les  droites  a  =  o,y=:o,  ^^o, 
on  aura  les  deux  équations  entre  ces  coordonnées, 

j-«'-f-ïp'  +  (7'  =  o, 


Si  l'on  cherche  les  valeurs  des  rapports  -i  -)  et  qu'on 

substitue  ces  valeurs  dans  l'équation  (4),  on  arrive  à 
cette  équation 

(5)  a(p'7--p'7')  +  p{«V-«"7')  +  7(«'P"-«V)  =  o-. 
Cette  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme  d'un  déter- 
minant 

a        »'        i 

(6)  p        p'        7"     =0- 
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Cherchons  mainteiiant  les  valeurs  de  «',  j^',  y',  a",  |3", 
-/".,  pour  les  subsiitucr  dans  cette  êqualion  el  obteoir  l'é- 
quation de  A, ,  Bi.  On  a 

(  fco.B-,'co,C=o, 


Si  l'on  substitue  les  rapports    ^     et     -^  dans  l'éqiu- 
tion  {5),  on  aura 

mail 

_    ,  co»  C        «  _   "  t^***  C 
^  ~  '  cwB'     "  —  7    ,-os A ' 
on  a,  en  substituant, 
/  ,  „«>sC\      „/,„cosC\      /        ,  ..osCcosCi 

"(i'^  .:^)+H''  c-HF^j-^l"'*  ^^c-^h^**' 

divisant  'puy'  y"  losC,  nous  aurons 

,  »  p  uojC  _ 

coï  B  "*"  cos  A       cos  B  co's  A  "^  ~  "  ' 

i-hassant  les  dénominateurs  nous  avons ,  pour  l'équation 
de  A,  R, , 

arosA-h^cosB  —  7CosC=:0. 

Les  formules  étant  symétriques,  nous  pouvons  écrire 
sans  calcul  les  équations  des  droites  B|  C|  et  A,  C)  ;  tx\ 
éi|uations  sont  : 

«cosA  -r  700s  C  —  p  cos  B=  ",      (A,  Cl) 
pcosB-t-7C0sC—  acosA  =  o.      (B,  C,) 
Si  nous  voulons  trouver  l'éqnaiion  A,,  Bt,  nous  sab-  ' 
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atiluerona   la   valeur  de    a,  p,  y,   qui  correspond  aux 
points  A,  et  B,  dans  l'équAtion  (5 };  or  l'on  a 

Pour  le  point  A,l  f     \.      <i 

(  p'cosB  +7'cotC  — h'cosA  =  o.      (B,  C,) 

=  0.     (BB.) 

1  a"  CM  A  +7"C09C  —  ^'umB  =  0,       (A,C,) 

Tirant  de  là   lea  valeuri  des  rapports   ^t   — ,>  -;,,  ~, 

7      7      7       ï 
et  substituant  dans  (5),  on  trouve  pour  l'équation  de  J^iBi 

acosA+pcosB—  37C0SC=:0.  {A,  B,) 
de  même  les  équations  B,  C,  et  At  C| , 

pcosB  +  ycosC  — 3  a  cos  A  =  o,  {B,  C) 

acosA  +  vcosC—  3pcosB  =  o.  {A,C) 

Cherchons  la  loi  des  coefficients. 

Soit  m|=  3,  c'est  le  coefficient  qu'on  vient  de  trou- 
ver: cherchons  l'équation  de  ÂgB, ,  nous  trouverons  par 
le  même  procédé,  eu  remplaçant  3  par  m,,  l'équation 
suivante  : 

-t-acOBA-^pcosB  —  "'■-'^■^  7  eo*  C  =  O, 
de  même  pour  les  autres  lignes  ;  ainsi 


Or,  l'opération  se  faisant  toujours  de  la  même  mauièro, 
OD  aura 
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On  aura  la  suite 

«1,=:  I  , 

M,  =  3, 
5 


Si  OD  multiplie  ees  fractions  par  ^i  on  aura  tes  fraction! 

suivantes  : 

3    9    i5    33 
3'3"^'75"" 

On  peut  remarquer  que  tous  les  numérateiU's  sont  de 
la  forme 


'       i5       i6— I      2*  — I 
et  en  général  pour  l'indice  ^p,  on  aura 


ei  pour 

Si  on  fait  />  =  oo  ou  aura 


«cosA  +  pcosB— 7cmC  =  o.  (A„8„1 
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Cette  ligne  passe  par  le  point  des,  rencontres  de  trois 
haateurs^  car  si  on  retranche  son  équation  de  celle  de 
AA,,  il  vient 

a  cos  A  —  Y  cos  C  ^  o ,      équation  de  BB|, 

de  mtnie  pour  les  droites  An  de  >  Bn  C»  ■ 

Les  équations  A.B,  et  A,  C„  sont  les  suivantes  : 

«  cos  A  +  p  cos  B  —  m,  7  cos  C  =  o ,     (A,  B.) 
ACOsA  +  YCOsC  — m.^cosB  =  o,     (A.C,] 
et  la  soustraction  donne 

Bcosp  — 7C0sC  =  o,     {AA,) 
R  cas  B  +  7  cos  C  -  m,_,  a  cos  A  =  o ,     (B^,  C,_,}. 

On  voit  que  le  rapport  anharmonique  de  ces  quatre 
droites  A.  B„ ,  A„  C„ ,  B„_,  C„_, ,  AA,  est  égal  à  —  i  ;  donc 
elles  forment  un  faisceau  harmonique;  ainsi  le  faisceau 
A,B,  A,C|,  A, A,  A,B,  est  harmonique,  mais  l'angle 
AAi  B  est  droit ,  donc  AA,  est  la  bissectrice  de  l'angle 
C,  A,  6,  ;  cette  propriété  n'a  lieu  que  pour  ce  seul 
faisceau,  conune  l'a  très-bien  remarqué  M.  de  Jon- 
quièreajt.  XVI.  p.  409)- 


£G0LB  IIPfiRlUE  POLYTSCHNHllIB. 
CMtHrs  d'tteissÎH  n  1 8S7. 


COMPOSITIOKS    ÉCniTES    (pillis).  '  ^ 

Mathématiques. 
Trouver  le  nombre  des  racines  réelles  qu'admet  l'éqna- 
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pour  chaque  système  de  valeurs  des  coefGcieDta  A  et  11,  el 
efTuciuer  la  sépariiion  de  toutes  ces  racines. 
Application  k  l'équation 

«  =  3,i.{3sinx+  1,57 

(•voir  l.  XVI > p.  376}. 
Physitfue. 

Exposer  les  lois  d'équilibre  des  gaz  mélangéi  et  du  mé- 
lange des  gaz  ei  des  liquides  ;  décrire  les  expériences  à 
l'aide  desquelles  ces  lois  ont  été  démontrées. 

Exemple.  Un  mélange  de  ao  volumes  d'oxygène,  79  vo- 
lumes d'azote  et  i  volume  d'acide  carbonique  est  super- 
posé a  3  litres  d'eau;  déterminer  que)  volume  de  chaque 
gaz  (ramené  à  la  pression  normale)  sera  absorbé. 

CoeiHcîenis  d'absorption  : 

Pour  l'oxygène  o,o5  ; 

Pour  l'azote  o,ou  ; 

Pour  l'acide  carbonique  1,00. 

i".  Lorsque  le  mélange  gazeux  occupe  un  espace  illi- 
mité sous  la  pression  normale  ; 

a°.  Lorsqu'un  ballon  inextensible  de  8  litres  de  capa- 
cité contient  les  3  litres  d'eau  et  les  5  litres  du  mélange 
gazeux  dont  la  pression  primitive  est  de  6  atmosphères. 

Chimie. 

Énoncer  les  lois  qui  président  aux  combinaisons  des  gaz 
entre  eux,  et  les  démontrer  par  des  exemples  choisis  parmi 
les  principaux  métalloïdes  gazeux. 

Géomélrie  descriptive. 

Deux  cylindres  A  et  K  .sont  donnés,  on  prend  l'inter» 
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tectioti  de  ces  d«ux  cylindres  pour  diriger  U  génératrice 
d'un  troisième  cylindre  C,  et  l'on  veut  trouver  l'iuter- 
section  de  ce  dernier  cylindre  par  un  plan  P  ainsi  que  la 
tangente  en  un  point  de  cette  intersection. 

Les  données  devront  être  prises  comme  il  suîl  : 

Le  plan  P.  Il  est  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre , 
et  il  doit  couper  cette  ligne  vers  le  milieu  de  la  largeur 
du  papier. 

CjUnAre  A.  Il  est  droit  et  à  base  circulaire  :  le  rayon 
est  35  millimètres,  l'axe  cdc'd'  est  situé  dans  le  plan 
horizonUl;  il  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre  et  à  35  mil- 
limètres de  cette  ligne.  On  ne  devra  considérer  que  la 
portion  de  ce  cylindre  placée  au-dessus  du  plan  liorizoaial. 

Cylindre  B.  U  est  oblique  età  base  circulaire  :  la  base 
B,  est  dans  le  plan  horizontal ,  le  centre  de  cette  base  est 
placé  à  gauche  et  à  83  millimètres  du  plan  P,  l'axe  ai, 
a'b'  est  parallèle  au  plan  vertical,  à  35  millimètres  de  ce 
plan  et  incliné  de  3o  d^rés  vers  la  droite  du  plan  hori- 
zontal. Le  rayoD  de  la  base  est  de  aS  millimètres. 

Cylindre  C.  La  génératrice  G  doit  s'appuyer  sur  l'in- 
tersection des  cylindres  A  et  B;  elle  doit  nister  parallèle 
au  plan  vertical  et  inclinée  de  65  degrés  vers  la  droite  du 
plan  horizontal. 

Pour  résoudre  la  question,  il  faudra  construire  en  vraie 
grandeur  k ,  par  rabattement  sur  l'un  des  plans  de  projec- 
tion ,  rhorizontal ,  la  courbe  d'intersection  du  plan  et  du 
cylindre ,  et  indiquer  sur  le  plan  rabattu  la  position  de  la 
ungente. 

Mécanique. 

Une  poulie  reposant  par  ses  tourillons  sur  les  coussi- 
nets de  la  chape ,  determiaer  la  relation  entre  le  puissance 
et  la  résistance,  agissant  dans  des  directions  non  paral- 
lèles ,  en  tenant  compte  du  frottement. 
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Cas  oà  la  puissance  et  la  i-ésisiaiica  sont  verticales  et«. 
où  l'on  tient  compte  du  poids  de  la  poulie  :  déierminer  la 
perte  du  travail  pour  élever  un  poids  de  300  kilogrammes 
à  une  hauteur  de  sS  mètres,  en  supposant  le  rayon  de 
la  poulie  augmenté  de  celui  de  la  corde  égal  à  o^fiao, 
celui  des  tourillons  égal  à  o'jOtO,  le  poids  de  la  poulie 
égal  k  5  kilogrammes  ;  Je  rapport  du  frottement  à  la  pres- 
sion égal  à  0,5. 

Calcul  trigonométrique. 

Résoudre  un  triangle  sphérique  avec  les  doDoécs  sui- 
vantes : 

Cdté  a  =  30.35.33,7, 

Côté*  =  60.49-35,3, 

Angle  AC  =  22.40.  i5,5. 

On  déterminera  l'erreur  de  l'angle  B  en  supposant  que 
les  données  soient  en  erreur  d'un  dixième  de  seconde. 

Composition  française. 

Christophe  Colomb. 

Thème  allemand. 

Eloge  do  Leibniiz. 

Dessin  d'imitation. 
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BCOLE  DiPfiBULE  SPÉGIILB  MILITAIRE  W  SAMT-GVR  (1857). 

COMPOSITION    ÉCRITE. 

Mathématiques . 

Connaissant  dans  an  triangle  ABC  les  irois  cAtés,  cal- 
culer les  angles  ainsi  que  la  surface 

c  =  io9843-,46. 
Composition  française . 
Les  défenseurs  de  la  civilisation  en  Orient. 

Thème  allemand. 
\etia&  des  Romains. 

ÉCOLB  lIMPfiltULe  FOItKSTlRRE. 


TEXTE   DES   < 

Histoire  naturelle. 

Zoologie.  —  Muscles ,  structure  et  mode  d'în 
.fofnnt^iie. —  Germination^  circonstances  nécessaires, 

leur  mode  d'action. 

Géologie.  —  Terrain  houiller;  position  ,  composition, 

origine. 


_iv,Goog[c 


(  3°  ) 

Math  enta  tiques . 

■  I"  question  (arithmétique).  —  Exposer  le  système  des 
nouvelles  mesures. 

II'  question  (algèbre).  —  Exposer  la  théorie  des  loga- 
rithmes. 

ni'  question  {géométrie).  —  Notions  sur  l'arpentage^ 
de  l'équerre  d'arpenteur,  sa  vérification  et  son  emploi. 
Comment  calcale-t-on  la  surface  d'un  terrain  limité  dans 
une  de  ses  parties  par  une  ligue  courhe. 

Trigonométrie. 

Former  un  résumé  des  formules  calculables  par  lo- 
garithmes, servant  aux  différents  cas  de  la  résolutiou  des 
triangles. 

Cosmographie. 

Des  projections  orthographiques  et  stéréographiques. 
Système  de  dércloppement  eu  usage  dans  la  construction 
de  la  carte  de  France. 

Physique. 

Aiguille  aimantée,  déclinaison  et  inclinaison^  bous- 
sole. 

C/iimie. 

Oxyde  de  oarbone,  caractères;  cas  dans  lequel  il  se 
produit. 

Fermentation  alcoolique. 

Mécanique. 
Notions  sur  le  travail  mécanique  ;  manière  de  le  me- 
surer et  de  le  calculer  dans  les  machines. 
Dessin  linéaire,  lavis. 
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lUKSTIOHIS. 

413.  Soieot  F  et  D  le  foyer  et  la  directrice  correspon- 
dknle  d'une  cohique-,  A,,  A,  deux  points  fixes  sur  la  co- 
nique et  M  un  point  variable  aussi  sur  la  conique  \  les 
droites  MA, ,  MA,  rencontrent  respectivement  la  direc- 
trice aux  points  P  et  Q;  la  distance  PQ  est  vue  du  foyer 
F  sous  un  angle  constant,  quelle  que  soit  la  position  de 
M  sur  la  conique.  (Fauhb.) 

il4.  Quel  est  l'aspect  du  monde  pour  un  spectateur 
placé  sur  la  lune  supposée  san£  atmosphère;  par  quels 
moyens  ce  spectateur  peut-il  reconnaître  que  la  lune 
tourne  autour  de  la  terre  et  pas  la  terre  autour  de  ta 
lune? 

415.  On  suppose  que  dans  les  deux  triangles  ABC, 
abc  les  angles  A  et  «  sont  égaux  ;  de  plus ,  les  côtés  BC , 
bc  opposés  à  ces  angles  sont  entre  eux  dans  le  rapport  des 
périmètres  des  triangles.  Démontrer  que  ces  triangles 
sont  semblables.  (Examen  d'admission  à  l'Ecole  Navale.  ) 
■  416.  Démontrer  que  le  produit  de  six  nombres  entiers 
consécutifs  ne  peut  pas  être  un  carré  d'un  nombre  com- 
mensnrablc. 

417.  A  quelles  conditions  doivent  satisfaire  les  côtés 
et  les  angles  d'un  parallélogramme  pour  qu'il  soit  pos- 
sible d'inscrire  un  carré  dans  ce  parallélogramme. 

418.  Deux  figures  étant  eu  perspective,  si  leurs  plans 
tournent  autour  de  leur  commune  intersection,  il  faut 
pour  que  ces  âgures  restent  en  perspective  que  l'oeil 
change  de  position;  les  perpendiculaires  abaissées  du 
point  de  l'oeil  sur  ces  plans  restent  dans  un  rapport  con- 
stant. (I.AFITTE.) 
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419.  La  surface  d'un  triangle  dont  les  côtes  sont  don- 
nés en  nombres  entiers  ne  saurait  être  rationnelle  si  les 
côtés  étant  débarrassés  du  facteur  commun  3 ,  la  somme 
des  quotients  est  impaire. 

(Bebton  ,  employé  au  Ministère  de  la  Marine.  ) 

420.  Dans  le  quadrilatère  ABCD  on  donne  t  i"  les  cô- 
tés AB,  AD  et  la  diagonale  AC;  a**  les  angles  BAC,  CAD; 
on  fait  passer  une  circonférence  par  les  trois  poinLi  B, 
C,  D;  soit  O  le  centre.  Calculer  :  i**  la  grandeur  du 
rayon  ;  î"  l'excenlriciié  AO  ;  3°  l'angle  AOB. 

Données  : 

AC=i66a55, 
AB=i63ioo, 
AD=  147750, 
CAD=  114»  2' 12", 
BAB=    27"5'  x')". 

(Kevler,  Astronomia  Nova.) 

4SI .  Le  nombre  de  solutions  positives  entières  de  l'é- 
quation 

où  a,  b,  n  sont  des  nombres  positif  entiers,  est  le  plus 
grand  nombre  entier  compris  dans  -j-  ou  dans  — r  -t-  i. 

(  H  ERMITE.  ) 

422.  Construire  et  discuter  la  courbe  donnée  par  l'é- 
quation 

yx'  +  6x  -i-e  =  o. 

423.  On  a  mesuré  les  trois  côtés  a,  A,  c  d'un  uiangle 
rectilignc  ABC;  et,  (3,  y  sont  les  erreurs  absolues  respec- 
tives qu'on  peut  commettre  sur  la  mesure  des  trois  côtés 
a,  b,c.  Evaluer  l'ioQuence  de  ces  erreurs  sur  les  angles 
A,B,C. 
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424,  Même  question  pour  le  triangle  spliérique. 
(Caillet.  ) 
435.  Le  grand  arc  d'une  ellipse  étant  dans  une  position 
verticale ,  toute  droite  homogène  pesante,  pas«ant  par  le 
foyer  et  s'âppujant  par  ses  deUx  extrémiléa  sur  l'ellipse, 
est  en  équilibre.  (Holditsch.) 

4S6.  Oo  donne  daas  le  même  plan  un  triangle  ABC 
et  une  droite  D  ;  on  prend  sur  cette  droite  des  longueurs 
MN  telles»  que  chacune  soitvuedu  point  A  sous  un  angle 
droit  j  les  droites  AM ,  AH  coupent  BC  en  deux  points  m, 
n-,  le  lieu  de  l'intersection  des  droites  Mm,  Nn  ou  Mn , 
Nmest  une  conique.  (F^ure.) 


SUR  US  COURUS  ET  LBS  SliRPACBS  Dli  SECOND  ORDRE, 
KitcntiB  IttbÉArèM  de  N.  Dudelii; 


Pai  m.  t'ABBx  SAUZE, 

MaiBon  eccKtiutiqae  d«  ViU]. 


1.  Le.  théorie  de  M.  Dandelin  est  universellement 
ronnu.  Il  consiste  en  ce  que  : 

i*^.  Si  dans  on  cfthe  circulaiire  droit  on  inscrit  une 
sphère  suivant  un  parallèle,  tout  plan  tangent  à  la 
sf^ère  en  uii  point  F  et  rencontrant  suivant  une  droite  D 
le  plan  du  parallèle,  déterminera  dans  le  ctoe  une  sec- 
tion conique  dont  F  sera  le  foyer  et  D  la  directrice. 

a,".  Si  dans  an  cène  circulaire -droit  on  inscrit  deux 
sphères ,  tout  plan  langentà  ces  sphères  aux  points  F,  F', 
déterminera  dans  la  surface  conique  une  section  dont  F, 
F'  seront  les  foyers. 

Nous  nous  proposons  de  démontrer  que  ce  théorème 
n'est  point  particulier  au  c6ne ,  mais  qu'il  s'étend  à  plu- 

Aia.  Jr  Mtih^al..  1.  XVlt.  ( JanWtr  1 8.S8.)  3 
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sieurs  des  autres  surfacuslie  révoluliou  du  secoiid  degré. 
Posons  d'abord  ([uelquei  préliminaires. 

S.  Soit  un  cône  S  et  une  sphère  O  inscrite  su)V.aot  un 
parallèle  GG.  Les  génératrices  du  cône  forment  avec  le 


plan  de  CG  un  angle  constant  p.  En  appelant  MT  la  tan- 
gente menée  à  la  sphère  par  un  point  M  pris  sur  le  c6ne 
et  MN  la  distance  de  ce  même  point  au  plan  CG|  il  est 
aisé  de  voir  que  l'on.a  - 

MT i_ 


Coupons  maintenani  le  système  entier  par  un  plan  P 
faisant  un  angle  «  avec  le  plan  CG,  et  mené  de  telle  sortie 
(|ue  son  intersection  D  avec  CG  passe  dans  l'intérieur  du 
cbae.  Ce  plan  P  déterminera  dans  le  cône  une  conique 
EE',  dans  la  sphère  un  cercle  AB  tangent  intérieurement 
à  la  conique  eu  deux  points  symétriques  par'  rapport  au 
grand  axe ,  enfin  dans  le  plan  CG  la  droite  D  qui  passera 
par  les  deux  pointa  de  contact. 

Maintenant  si  l'on  appelle  mt  la  tangente  menée  an 
cercle  ÂB  par  un  point  m  pris  sur  la  section  EfV  et  md 
la  perpendiculaire  abaissée  de  m  sur  ta  droite  D,  il  est 
aisé  de  voir  que  l'on  aura 

mt      _     I  «-(  sina 

md  sin  a       siu  p       md      sin  p 
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^  sina  ,        .  , 

V^  rapport  -:— -  est,  comme  on  peut  le  voir  encore,  le 

rapport  -  de  la  conique. 

On  pourra  donc'énoncer  ce  théorème  : 

Si  dans  l'intérieur  d'une  conique  on  inscrit  un  cercle 
ayant  son  centre  sur  un  axe  principal  ('),  etsiparles 
deux  points  de  contact  on  tire  une  droite,  la  tangente 
menée  au  cercle  par  un  point  de  la  conique  et  la  perpen- 
diculaire abaissée  de  ce  point  sur  la  droite  seront  dans 

un  rapport  constant  et  égal  au  rapport  -de  la  conique. 

3.  Soit  maintenant  le  cône  S  et  ies  deux  sphères  OO' 
inscrites  suivant  les  parallèles  CG,  C'G'.  En  appelant 
aS  la  distance  CC  comprise  entre  les  points  de  contact 
des  sphères- avec  une  des  géi>ératrices  ducdne,  MT,  MT' 
les'  tangentes  menées  à  ces  .sphères  par  un  point  M  dx 
cône,  on  a  évidemment  pour  tout  point  pris  entre  les 
deuY  parallèles  • 

MT  +  MT'=  2S. 
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Pour  loul  point  pris  cd  dehois  du  côté  de  l'un  des  cercles, 
de  C  G'  par  exemple , 

MT—  MT'=  aS, 
et  l'on  peut  définir  le  cône  S  le  lieu  des  .points  dont  les 
tangentes  aux  deux  sphères  O  et  O'  ont  leur  somme  ou 
leur  différence  égale  à  la  Gonstaate  3$. 

Coupons  mainienant  le  système  entier  par  un  [Jan  P 
qui  détermine  dans  le  cône  la  conique  EE'  et  dans  les 
sphères  les  cercles  AB,  A'B'  tangents  intétleureinent  à 
la  conique.  En  appelant  mt ,  mt'  les  tangentes  menées  aux 
deux  cercles  pap  un  point  m  pris  sur  la  conique ,  on  aura 

mt -h mt' ^  3S  ; 
lorsque  tn  sera  pris  entre  les  deux  cercles 

flir  — ■mf'=:2S,  .  ou     mt'~-.mt=3& 
dans  le  cas  contraire.  On  obtiendra  ainsi  ce  théorème  : 

Deux  cercles  étant  inscrits  à  x^fie  conique  et  ayant 
leurs  centres  siirson  axe  principal,  pour  un  point  quel- 
conque pris  sur  la  courbe,  la  somme  ou  la  différence  a  S 
des  tangentes  aux  deux  ceftles  est  constante. 

On  remarquera  encore  qu'en  appelant  ce  l'angle  du  plan 

Pavecl'nn  des  plansCG,C'G',  p  celui  des-génératriccs 

du  cône  avec  les  mêmes  plans  er  a/  la  distance  entre  les 

centres  des  deux  cercles  AB  ,  A'  B',  on  a 

a  ;  _  sJD  a  _  c 

4.  Ces  propriétés  dont  jouissent  ainsi  les  cercles  inscrits 
dans  les  coniques  sont  analt^es  à  celles  des  foyers.  Nous 
pourrions  démontrer  qu'elles  se  retrouvent  encore  dans 
un  grand  nombre  d'autres  cerdes.  L'ensemble  de  ces 
cercles  constitue  une  série  ou  suite  à  laquelle  les  premiers 
appartiennent,  et  qui  comprend  même  les  foyers  rôrâmc 
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cercles  dont  le  rayon  est  égal  k  zéro.  Nous  avons  dû  né- 
|1iger  certains -détails  assez  intéressants,  mais  qui  nous 
aoraïent  menés  trop  loin. 

On  remarquera  que  les  cercles  osculateurs  aux  sommets 
da  grand  axe  dabs  une  conique  peuvent  ^^^  considères 
comme  cercles  doublement  tangents  i  ta  courbe,  et  comme 
tels,  joQÎssent  des  propriétés  ci-Klessus  mentionnées. 

Cette  observation  nous  conduit  A  cette  autre  : 

Une  sphère  étant  inscrite  dans  un  cône,  sillon  coupe 
le,  système  par  un  plan  mené  suivant  une  tangente  au 
parallèle  de  contact,  ce  plan  détermine  dans  la  sphère 
un  cercle  qui  est  osculateur  ait  sommet  de  la  courbe  dé- 
terminée dans'  le  cône: 

5.  Ces  préliminaires  posés,  nous  allons  voir  comment 
le  théorème  de  M.  Oandelin  s'étend  aux  surfaces  du  se- 
cond degré  et  de  révolution,  autres  que  le  cône  ou  le  cy- 
lindre qui  en  est  an  cas  particulier. 

Ces  surfaces  sont  au  nombre  de  cinq,  savoir  :  l'ellip- 
soïde allongé,  le  paraboloïde,  l'hyperboloïde  A  deux 
nappes, i'byperboloïdè  à. une  nappe  et  l'^lipsoïde  aplati.- 

Les- trois  premières  sont  cagendi'ées  par  le  mouvement 
d'aune  conique  autour  de  l'axe  qui  contient  ses  foyers.  Les 
dernières  proviennent  de  la  révolution  d'une  ellipse  ou 
dVne  hyperbole  autour  de  leur  axe  secondaire. 

ConsidéroQS  une  des  trois  premières,  ellipsoïde  allongé, 
fcyperboloïde  &  dcqx  nappes  ou  paraboloïde.  Supposons 


b,  Google 


(38) 
qu'à  cette  siirl'ace  on  ait  inscrit  une  sphère  et  qu  on  ail 
mené  un  plan  CG  suivant  le  parallèle  de  contact.  Cette 
surface  pourra  se  définir  le  lieu  des  points  tels,  que  la 
tangente  MT  menée  à  ta  sphère  par  un  de  ces  points  soit 
dans  un  rapport  constant  avec  la  distance  MN  du  mëmr 
point  au  plan  du  parallèle  de  contact, 


c  etâ  étant  des  éléments  de  la  conique  génératrice. 

Cela  posé,  concevons  un  plan  P  tangent  à  la  sphère 
en  un  point  F  coupant  la  surface  suivant  une  courbe  EE/ 
et  le  plan  CG  du  parallèle  suivant  un«  droite  D.  Soît  a 
l'angle  formé  par  les  planS  P  et  CG.  Pour  un  point  m  pri* 
sur  la  section,  la  ligne  m  F  est  une  des  tangentes  à  la 
sphère.  En  appelant /nN  la  perpendiculaire  abaissée  dr 
m  sur  le  plan  CG,  on  a- 


mdélanl  la  distance  de  m  à  Tinterseetion  D;  donc 


La  courbe  E£'  est  tine  conique  ,  F  en  est  le  foyer,  D  la 
directrice,  et  le  rapport  de  son  excentricilé  à  son  graiiti 

a\o  est  égal  à  -slnix. 

Kn  lieu  de  loticher  la  sphère,  le  plan  pourrait  la 
couper  do  façon  (|ur  lu  cercle  de  seilioti  fût  laiigcni  en 
deux  points  à  la  tombe  déterminée  dans  la  suifaie.  Dés 
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lors  on  aurait  un  système  du  genre  de  ceux  que  nous  s 
déjà  fournis  le  c6ne. 

6.  Soient  encore  l'uue  des  surfaces  mentionnées  et  deux 
sphères  inscrites.  La  somme  ou  la  différence  aS  des  tan- 
gentes menées  aux  deur  sphères  d'un  point  quelconque 
de  la  surface  est  constante  et  telle ,  que 

a/éiantladistauce  entre  les  centres  des  deux  sphères.  Si 
l'on  coupe  cette  surface  par  un  plan  taogeut  aux  sphères 
cti  deux  points  F,  F',  les  distances  m  f,  mV  d'un  point 
<ie  la  section  aux  deux  points  de  conUct  donneront  en- 
core 

ff.F±mF'  =  aS: 

La  courbe  sera  encore  une  conique ,  F,  F'  en  seront  les 
foyers. 

Hyperboloide  à  une  nappe. 

7.  L'hjperboloide  »  une  nappe  se  délinit  quelquefois 
comme  la  surface  engendrée  par  le  mouvement  d'une 
droite  autour  d'un  asefîxe.  Le  théorème  de  M.  Dandelin 
s'y  applique  alors  sans  difficulté.  Les  raisonuements  à 
faire  sont  absolument  tés  mêmes  que  pour  le  c6ne;  c'est 
pourquoi  nous  ne  noas  y  arrêterons  pas. 

Lorsque,  au  contraire,  on  part  d'abord  de  l'idée  que 
celle  surface  est  produite  par  la  révolulicm  d'une  by- 
perbole,  on  revient  au  cas  précédent  en  démontrant 
cju'elle  admet  aussi  un  système  de  génératrices  rectilignes. 
Voici  une  méthode  que  l'on  peut. suivre. 

Nous  démontrons  d'abord  que,  un  cercle  étant  con- 
siruit  sur  l'axe  transversc  d'une  hyperbole  comme  dia- 
mètre, la  tangente  au  cercle  menée  d'un  point  qucl- 
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conque  de  la  courbe  est  dans  un  rapport  consunt  avec  la 
dislauce  du  m£me  point  à  l'axe  transverse. 

Soit  le  point  O  servant  à  la  fois  de  sommet  à  un  cône 
et  de  cenire  à  udc  sphère.  Soit  r  le  ravon  de  cette  sphère, 


P  l'angle  des  génératrices  du  cône  avec  un  plan  pcrpcudi-, 
cnlaire  à  Taxe  ;  CG ,  C.G'  deux  ^cercles  parallèles  suivant 
lesquels  la  sphère  coupe  le  cAne. 

Menons  un  plan  P  qui  coupe  le  c6ne  suivant  une  hy-' 
perbole  et  la  sphère  suivant  un  cercle,  de  telle  façon  que 
celui-ci  ait  pour  diamètre  l'axe  tratasversé  de  celle-là.  (La 
figure  représente  comme  les  précédentes  la  section  du 
système  entier  par  un  plan  mené  suivant  l'axe  du  cône 
perpendiculairement  au  plan  coupant  P). 

La  dislance  MN  d'un  poinf'  M  pris  sur  l'hyperbole  à 
l'axe  transverse  de  cette  courbe  nous  est  donnée  par  l'ex- 
pression \fmp7mp' . 

(mp,  mp'  sont  deux  segments,  déterminés  par  m  sur 
la  parallèle /jp' menée  dans  notre  .%urc  aux  droites.CG, 
CG',  m  est  la  projection  de  M  sur  le  plan  de  la  figure.) 
La  tangente  MT  menée  de  M  au  cercle  GG'  ou  à  la 
sphère  O  est  égale  à 


\/( MO -!-;■)( MO  — r) 


\'f/C  pO 
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(en  employanl  les  segments  pC,  pG  de  notre  figure). 
Or 

mp  ^pGcoap,     mp'  =pC'  co»p, 
donc 


•jmp.mp'  MH      co»p  - 

Dont: ,  un  cercle  ayant  pour  diamètre  l 'axe  transveise 
à'une  hyperbole,  la  tangente  menée  au  cercle  ri'un 
point  quelconque  de  la  courbe  et  la  distance  du  même 
poirit  à  l'axe  transverse  sont  dans  un  rapport , constant . 

Ce  rapport  est,  comme  on  pourra  le  voir  aisément, 

é8alàl>,. 

Par  suite,  une  sphère  étant  inscrite  à  l'hyperboloïde  à 
tue  nappe  suivant  le  cercle  de  gorge,  ta  tangente  à  la 
sphère  menée  d'an  point  quelconque  de  la  surface  et  la 
distance  du  même  point  au  plan  du  cercle  de  contact  sont 
dans  DU  rapport  constant  plus  grand  que  i. 

8.  11  nous  est  facile  maintenant  de  faire  voir  que  l'hy- 
perboloïde peut  être  engendré  par  le  mouvement  d'une 
droite. 

En  effet,  qiie  par  un  point  pris  sur  le  cercle  de  gorge 
on  mène  à  ta  sphère  inscrite  suivant  ce  cercle  une  tan- 
gente faisant  avec  le  plan  du  cercle  un  angle  $  tel ,  que 

sih  J  ~  ï 

{c  et  h  étant  des  éléments  de  l'hyperbole  génératrice) ,  en 
appelant  MT  une  ungenle  à  la  sphère,  MN  une  perpen- 
diculaire au  plan,  menées  toutes  deux  d'un  point  M  pris 
sur  la  droite,  on  aura 

MT  I  e 
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d'où  il  suil  que  le  poiut  M  et  la  droile  tout  cnlièi'o  appar- 
tiennent à  la  surface.    ■ 

Les  dçux  énoncés  qui  suivent,  relatifs  à  l'hyperboli;, 
se  déduisent  facilement  de  ce  qni  vient  d'être  dit  sur  l'hy- 
perboloïde, 

1°,  Un  cercle  étant  inscrit  dans  une  hyperbole  de  fa- 
çon que  son  centre  soit  situé  en  un  point  quelconque  de 
l'axe  imaginaire,  la  tangente  au  cercle  menée  ttiai 
point  de  la  courbe  et  la  perpendiculaire  à  la  corde  de 
contact  sont  dans  un  rapport  constant. 

a" .  Detix  ccrxles  étant  inscrits  à  une  hyperbùleet  ayant 
leurs  centres  situés,  sur  l'axe  non  transverse,  la  somme 
OH  la  d^érence  des  tangentes  menées  à  ces  cercles  par  un 
point  quelconque  de  la  courbe  eft  égale  à  une  constante. 

Ellipsoïde  aplati. 

0.  L'ellipsoïde  aplati  diffère  particulièrement  des  sur- 
fiiccs  précédeutes.  Une  sphère  tangente  à  celle-ci  suivant 
uu  parallèle  la  contient  tout  entière.  Un  plan  tangeiii  à  la 
sphère  ne  peut  donc  couper  la  surface.  Ainsi  les  propriétés 
principales  contenues  dans  le  théorème  de  M.  Dandelin 
ne  se  irouvent  point  dans  l'ellipsoïde  aplati.  Toutefois, 
retle  surface  en  possède  encore  quelques-unes  qui  rap- 
pellent les  précédentes. 

Soit  une  ellipse  ayant  avec  uu  cercle  deux  points  de  con- 
tact C,  G  symétriques  l'un  à  l'autre  par  rapport  au  petit 
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axe.  L'ellipse  est  contenue  tont  entière  dans  le  cervk-  et  Tii 
Gorde  CG  leur  est  commune.  Par  un  point  M  pris  sur  l'el- 
lipse, menons  dans  le  cercle  un  diamètre  MO;  puis  éle- 
vons dans  le  cercle  la  perpendiculaire  ME  an  diamètre. 
Cette  droite  correspond  à  une  tangente  qu'on  mènerait 
au  cercle  du  point  M  si  ce  plan  était  extérieur.  Or  en 
appelant  MN  la' distance  de  M  à  la  corde  CG,  on  démon- 
trerait que  l'on  a 

ME_m_  c 

L'ellipse  par  rapport  à  ce  cercle  et  Tellipsoïde  aplati 
par  rapport  à  une  sphère  tangente  jouissent  donc  de  pro- 
priétés analogues  à  celles  des  autres  surfaces. 

En  coupant  par  un  plan  un  ellipsoïde  aplati  avec  sa 
sphère  tangente  et  le  plan  du  parallèle  de  contact,  on  re- 
produit un  système  d'ellipse,  de  cercle  et  de  droite  de 
même  nature  que  le  système  générateur. 

Si  le  plan  coupant  contient  une  tangente  au  parallèle 
de  contact,  le  cercle  provenant  de  la  sphère  est  oscula- 
leur  à  l'ellipse  provenant  de  la  surface. 


4l]ESTI»NS 


437.  1°.  Si,  dans  tin  triangle  sphérique  ABC,  on  joint 
les  milieux  des  côtés  AB,  AC  par  un  arc  MN,  et  si  du 
point  A  on  mène  un  arc  AD  de  90  degrés  se  terminant 
à  la  rencontre  de  MN,  cet  arc  sera  langent  au  rorclcqui 
passe  par  B,  0,  g(  par  le  point  diamélralomeiit  opjiosé 
à  A. 

En  conclni'C  ()iii-  l'angle  ioniié  par  Al)  l'i  AH  mcsiin' 
la  moitié  de  la  surface  ABC  (sauf  inlcnl). 
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11°'  Démontrer  que  la  relation  suivante  existe  entre  les 
six  dièdres  d'un  tétraèdre  quelconque  :  appelant  S  la 
somme  des  carrés  des  cosinus  des  dièdres,  S,  la  somme 
des  produits  des  cosinus  carrés  de  deux-  dièdres  opposés, 
Si  la  somme  des  quatre  produits  des  cosinus  des  dièdres 
formant  chaque  angle  solide ,  S»  ta  somme  des  produits 
des  cosintis  des  dièdres  en  exceptant  deux  dièdres  oppo- 
sés, on  aura 

S  +  3(S,  +  S,)  =  S,  +  i. 

Vérifier  cette  équation  sur  un  tétraèdre  régulier  (sans 
tri|[Onométrie  spliérîque). 

Cette  question  figure  déjà,  il  est  vrai,  dans  lès  j4n- 
nales  (t.  V,  p.  SyS),  mais  on  emploie  la  trigonométrie 
sphértque,  ce  qui  est  inutile.  D'aiUeuis  les  calculs  ne  sont 
pas  rerminés,  et  la  relation  n'est  pas  exprimée  (*).' 

3".  Étant  donné  un  point  A  et  deux  circonférences  de 
grand  cercle  qui  se  coupent  en  B,  mener  par  A  un  arc  qui 
les  coupe  en  X  et  Y  de  manière  qu'on  ait 

tangBX tanga 

tingBY  ~"  taogë' 

rapport  donné  (géométriquemeul). 

4''>  Construire  géométriquement  un ,  triangle-  sphé- 
riqne,  connaissant  un  c6té  a  et  les  bissectrices  intérieure 
et  extérieure  de  l'angle  opposé  A. 

5°.  Étant  donné  un  angle  spbérique  inscrit  dans  un 
petit  cercle,  on  demande  si  l'arc  bissecteur  de  cet  angle 
coupera  i'arc  intercepté  en  deux  parties  égales. 

6°.  Si  deux  petits  cercles  se  coupent  eu  A  et  B,  et  que 
par  un  des  points  d'intersection,  B  par  exemple,,  on  in- 
scrive une  sécante  commune  DF  de  longueur  donnée  m, 

(_')  Il  me  semble  •giie  le  inlcul  e$t  coin |il élément  Urmïnc  et  l>  roliliaii 
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trouver  par  une  coiistiuctioli  grapliujuc  lo  cercle  circoii- 
scrït  au  triangle  ÂDF. 

J'ai  déjà  énoncé  ci^iie  question  dans  les  jénna/es,  mais 
elle  n'a  pas  été  traitée,  ni  indiquée  parmi  les  problèmes 
non  résolus. 

7°.  Eiant  donné  un  angle  formé  par  deux  grands  cer- 
cles et  UD  point  O,  mener  par  ce  point  un  troisième  cer- 
cle qui  forme  avec  les  deux. autres  un  triangle  sphérique 
de  surface  donnée  (Géométrie). 

S?.  Si  deux  triangles  sphériques  OAB,  OA'B'ont  un 
angle  au  sommet  commun'  O,  et  même  surface,  si  l'on 
joint  les  milieux,  des  cAtés  AB,  A'B',  opposés  à  l'^angle 
par  un  arc  de  grand  cercle,  il  coupera  l'a^C  quj  joint  B  B' 
à  90  degrés  du  piOieu  de  BB'. 

9°.  Si.,-daiis  un  triangle  sphérique,  on  donne  un 
augle  O  compris  entre  deux  eàiés  variables,  mais  dont  la 
somme  des  tangentes  e$i  constante ,  le  lieu  de  la  rencon- 
tre des  trois  hauteurs  dans  chaque  triangle  est  uqe  cïr-  ■ 
conférence  de  grand  cercle  ;  si  c'est  la  somme  des  càiés 
qu'on  donne  conSUnte,  le  lieu  sera  une  ellipse  aphé- 
riquc. 

128-  Ondonne,  sur^euxdroites  situéesdansun  ipème 
plan ,  deux  points  A ,  B  :  décrire  deux  circonférences  tan- 
gestes  entre  elles ,  qtii  touchent  respectivement  les  deux 
droites  aux.poînts  A,  Bj  et  dont  les  rayons  soient  dans  le 

rapport  donné  ^-  (Arésoudre  par  la  géométrie  élémen- 
uire,  sans  calcul.) 
Cas  particulier  où  ?  =  i . 
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HOTES  SUR  «lifiMfUES  (tlKSTIONS  BU  PROfiRtlMB  «rFICUL. 


\UI. 

CUMPf.£HEnT    DÉ   TniGOHOHÉTniE    HSCTILIGIIE. 


ie  côté  du  décagone  régulier  inscrit  dans  la  circoit- 
férence  est  égal  à  la  plus  grande  partie  du  rayon  divisé 
en  moyenne  et  extrême  raison.  Construction  géomé- 
trique. {Extrait  du  Pnygr;iaïnieo&c\e\.) 

Enlisant  cet  énoncé,  on  pourrait  croire  qu'il  s'agit  de 

trouver,  d'abord,  la  valeur  du  sinus  de — »  et  d'eu  con- 
clure, eusuite,  que  le  cdté  du  décagone  régulier  inscrit 
«stëgal  àlaplusgraudepartiedu  rayon  divisé  eu  moyenne 
et  extrême  raison;  mais  la  question  a  été  autrement  en- 
tendue dans  les  Traités  de- Trigonométrie  rédigés  confor- 
mément an  Programme  ,  car  la  valeur  du  sinus  de  —  a 

«lé  déduite  de  celle  du  cèté  dn  décagone  i-éguHer  inscrit. 
Quant  à  la  détermination  de  la  valeur  du  côté  du  déca- 
gone, quelques  auteurs  se  bornent  à  dire,  en  Trigonomé- 
trie :  «  Le. côté  du  décagone  régulier  cstégal,  comme  on 
sait,  etc.  »  Je  ferai  observer  qu'orj  n'en  sait  n'en,  lii 
l'enseignement  de  la  géométrie  élémentaire  a  éié,  en  loui. 
conforme  au  Programme  officiel  f*). 

(*)  Au  sujd  de  l'ïiiicriplion  des  poByganea  niguliere  dBii*  lererclc,  Ir 
progromme  de  la  géométrie  lilémenlaire  est 'd'une  ([rande  prvciiion  ;  il  n'y 
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D'autres  auteurs,  et  reux-là  me  seniLlent  s'être  mieux 
coDformés  à  l'esprit  du  Programme ,  expliquent  en  trigo- 
nométrie comment  on  inscrit  un  décagone  régulier  dans 
ïe  cercle, 

Aureste,  onpeut  trouver  directement  le  sïnusde —  air 
moyen  du  calcul  suivant  : 

Les  deux  arcs  (3 — },  (  %.—  \  étant  complémentaires, 
ou  a 

■    sin|3.  —  I  =  cos  I  a. —  }■ 

Mais 

•K'-^)='-'"(^)-4-'-(^)'  ■ 

Donc 

3.sin(jl)_4.>i.-(i)  =  .-asm.(^), 
d'où 

D'après  celi  on  voit  que  sîn  1  —  j  est  racine  de  l'équa- 
tion 

4x>— 2j;'— 3j:H-i=o. 

Cette  équation  est  évidemment  vérifiée  par  x=^i.  En 
divisant  le  premier  membre  par  x  —  i,  on  trouve  l'é- 
qiutïon 

43:'+3  X —  1  ^o, 


diD*  an  eerti*  de  rajan  donné  an  carré,  nn  beisgone  rp^iili 
nt  nulUmcnt  quettion  du  décigone  régulier. 
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qui  lionne 

"-       4      ■ 

La  racine  positive  7~^  ^**  '"^  ""  '^^  ~'  ^^   rariiin 

■    .      _i_u^     ,         ,    .     .  ,     ■        de  3ir 

négative ■  '-  ,  changée  de  signe,  est  le  sinus  .     — i 

ou  le  cosinus  de  -s  i  comme  il  est  facile  de  ft'en  assurer. 
G. 


THMIRS  B0M06RAPH1QI«S; 

P*B  M.  DE  LAFITTE. 


I.  Si  deux  figures  sont  homographiques ,  il  existe  dans 
chacune  d'elles  une  ioGnité  de  cercles  dont  les  bomo- 
logues  sont  des  cercles.  —  Deux  cercle^  homologues  ont 
leurs  rayons  dans  un  rapport  constant.  —  Ces  cercles, 
dans  chaque  figure ,  ont  leurs  centres  en  ligne  droite.  — 
Cette  droite  est  perpendiculaire  à  la  droite  de  la  mente 
6gure  dont  l'homologue  est  A  l'ïnGni ,'  et  elle  passe  pir 
les  centres  S  et  s  des  faisceaux  superposables  à  leurs  ho- 
mologues.—  Enfin  si  siu*  lé  segment  rectlligfie  Ss  comme 
diamètre  on  décrit  un  cercle ,  ce  cercle  coupe  Â  angle 
droit  tous  les  cercles  de  la  figure  dont  les  homologues 
sont  des  oercles. 

n.  On  suppose  qu'une  figure  varie  de  forme  et  de  po-, 
.sition  eu  restant  homographiqûe  à  une  lîgure  fixe. 

1°.  Si  les  homologues  de  sept  droites  de  ta  figure  fixe 
toorneni  chacune  autour  d'un  point  fixe,  l'homologue 
de  toute  autre  di-oite-Journera  autour  d'un  point  fixe,  et 


_iv,Goog[c 


(49) 
l'homologue  d'un  point  quelconque  décrira  une  conique. 
Toutes  ces  coniques  passent  par  un  même  point,  lequel 
est  un  point  double  conunun  a  toutes  les  flgaresTariables. 

a".  Si  les  homologues  de  sept  points  déterminés  de  la 
figure  fixe  décrivent  chacun  une  ligne  droite ,  l'homo- 
logue de  tout  autre  point  décrira  une  ligne  droite,  et  l'bo- 
mologue  d'une  droite  quelconque  enveloppera  une  co~ 
uiqne  \  toutes  ces  coniques  touchent  une  même  droite  ^i 
est  une  droiie  double  commune  à  toutes  les  figures  va- 
riables. 

Comme  cas  particulier  simple,  on  peut  dire  : 

ni.  On  suppose  qu'une  figure  varie  de  forme  et  de  po- 
siùoQ  en  demeurant  semblable  à  elle-m^me. 

1°.  Si  trois  droites  tournent  chacune  autour  d'un  point 
fixe,  toute  autre  droite  tourne  autour  d'un  point  fixe,  et 
nn  point  quelconque  décrit  un  cercle.  Tous  ces  cercles 
passent  par  un  même  point,  qui  est  un  point  double  com- 
mun à  tontes  les  figures. 

a".  Si  trois  points  décrivent  chacun  une  ligne  droite, 
tout  autre  point  décrit  une  ligne  droite  et  une  droite 
quelconque  enveloppe  une  parabole. 

Ces  théorèmes  donnent  )a  solution  des  questions  sui- 
vantes : 

IV.  Etant  donnés  deux  octogones,  circonscrire  ou  in- 
scrire au  premier  un  octogone  homographique  ati  se- 
cond. 

V.  Etant  donnés  deux  quadrilatères,  circonscrire  ou 
inscrire  au  premier  un  quadrilatère  semblable  au  second. 

Note.  Ces  problèmes  n'ont  chacun  qu'une  solution,  si 
les  points  et  tes  droites  se  correspondent  denx  à  deux. 
Sans  cela  le  dernier  en  a  évidemment  34  et  le  précédent 

4o330. 
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nfiORKIlS  SDR  LIS  P0LY6DIIB8  A  BfiWHmrRRRi 

pAm  H.  FAURE, 

CapiUine  d'>riaiarl«. 


I.  Si  l'on  décompose  un  polygone  en  triangles  en  joi- 
gnant ses  sommets  à  un  point  quûlcontjue  de  son  plan  et 
que  l'on  appelle  S  la  surface  d'un  de  ces  triangles,  S| ,  St, 
S,  les  surfaces  des  trois  triangles  qu'on  obtient  en  joi- 
gnant les  sommets  du  triangle  S  à  un  point^s;^,  on  aura 

— -——f  s=  constante. 
S,. S,. S, 

Le  signe  ^  se  rapporte  à  tous  les  triangles  qui  ont 

pour  sommet  le  point  du  plan  et  le  point  fixe  restant  le 
m£me. 

n.  Si  l'on  décompose  un  polygone  en  triangles  eu  joi- 
gnant ses  sommets  à  un  point  quelconque  de  son  plan ,  et 
que  par  un  point  ûxe  ou  mène  des  parallèles  aux  cAtés 
de  chacun  de  ces  triangles,  on  formera  dans  chacon  d'eux 
trois  parallélogrammes.  Appelons  -  la  somme  des  in- 
verses des  trois  parallélogrammes  relatifs  à  l'un  des 
triangles,  on  aura 

?   —  ^  constante. 

m.  Unpolygone  est  donné  ainsi  qu'un  point  fixe  Fdans 
son  plan  ;  on  mène  par  ce  point  une  droite  arbitraire  }'ap- 
pelons  q  l'aire  du  parallélogramme  qui  aurait  pour  som- 
mets opposés  le  point  fixe  et  le  point  d'intersection  de 
la  transversale  avec  l'un  des  côtés  du  polygone  et  pour 
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cAlé»  le»  droites  qui  joignent  le  point  fixe  aux  extrémiiéa 


du  c6tâ  da  polygone  que  l'on  considère;  on  aura 
■  X  —  ^  constante, 

NOTE 

ItUin  ï  ^i^tt  fnftiiiti  ia  igires  hMigraplHqiH  Jiii  Vtsfttt; 

Pa>  m.  £.  DE  J0NQU1ËIIES(*). 

THÉotÈME  !■  Quelle  que  soit  la  position  de  deux 
figures  homographiques  dans  ^espace,  tous  les  plans  de 
l'une  qui  passent  par  une  même  droite  rencontrent  res- 
pectivement les  plans  homologues  de  Vautre  figure,  sui- 
vant des  droites  qui  engendrent  un  fryperboloïde  à  une 
nappe. 

Car,  d'après  la  dëfiaition  de  ces  figures,  les  plans  ho- 
molognes  forment  deux  faisceaux  homographiques.  Donc 
ces  plans  se  coupent  suivant  les  génératrices  d'un  hyper- 
boloîde  è  une  nappe  (Géométrie  supérieure,  n°  411). 

(')  €«■  propriéUs  se  démontreût  par  les  farmiilM  méttmorpbiqaM 


u  de*  ronetioi»  linéiirea  ei 
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ToioRÈME  II.  Quelle  que  soit  la  position  de  deux 
figures  homographiques  dans  Vespace,  si  l'on  joint  un 
à  un  respectivement,  par  des  droites,  des  points  de  la 
première  situés  en  ligne  droite  aux  points  homologues 
de  la  seconde,  toutes  ces  droites  envelopperont  un  hj- 
perboloïde  à  une  nappe. 

En  effet,  les  points  de  la  première  figure  étant  en  ligne 
droite,  leurs  homologues  sont  sur  une  seconde  droite,  et, 
d'après  la  dé&nition  des  figures  homographiques,  ces 
droites  sont  divisées  homographiqucment  par  leurs  points 
homologues.  Donc  les  droites  qui  joignent  ces  points  un 
à  UQ  enveloppent  un  hyperboloïde  à  une  nappe  {Géomé- 
trie supérieure,  n"  410)  (*). 

Remarque.  Les  deux  théorèmes  qui  précèdent  ont  été 
démontrés  il  y  a  longtemps  par  M.  Chaslcs  dans  son  Mé- 
moire sur  la  dualité  et  rhomographie ,  n*"  429  et  430. 
Ils  Tont  servir  à  la  démonstration  de  ceux  qui  suivent. 

TséOB^ME  III.  Deux  figures  homographiques  étant 
placées  d'une  manière  quelconque  dans  Vespace,  il  existe 
quatre  points  {réels  ou  imaginaires)  qui,  étant  considé- 
rés comme  appartenant  à  la  première  figure,  sont  eux- 
mêmes  leurs  homologues  dans  la  seconde. 

En  effet,  prenons  dans  les  deux  figures  deux  triangles 
homologues  quelconques  OLP,  O'L'P',  et  considérons 
deux  faisceaux  homographiques  de  plans  autour  des  deux 
droites  homologues  OL,  O'L'.  Ces  plans  se  couperont  sur 
un  hyperboloïde  à  une  nappe  H,  passant  par  les  deux 
droites  OL,  O'L'  (théorème  I);  or  celte  surface  pas- 
sera partout  point  A  où  coïncident  deux  points  homolo- 
gues des  deux  figures;  car  les  plans  OLÂ,  O'L'A  seront 
évidemment  deux  plans  homologues  des  deux  faisceaux. 

('}  Voir  Nowrllo  Ann,lrt,  l.   Xlt,  p.  îiR, 
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ConûdéroiM  de  même  deux  autres  s^rtei  de  faisceaux 
da  plaaa  homologasa  l'une  «ntonr  de(  droites  OP,  O'P  ' 
et  l'autre  autour  des  deux  droites  LP,  L' P'.  Les  plans  coi*- 
respondants  des  premiers  faisceaux  se  couperont  sur  un 
hyperboloïde  H'  et  ceux  des  seconds  faisceaux  sur  un 
hyperboloiide  H";  et  ces  deux  surfaces  passeront,  comme 
H,  par  tout  point  A  où  coïncident  deux  pointa  homo- 
logues des  deux  figures. 

Les  trois  liypcrbolotdes  H,  H',  H'  ont  une  génératnce 
rectiligne  commune,  savoir,  l'intersection  des  deux  plans 
homologues  OLP,  (VL'?'.  Donc,  d'après  un  théorème 
<ùté  par  M.  Cliaales  dans  sa  Note  sur  les  courhes  gauches 
du  troisième  ordre  [Comptes  rendus,  1857),  ils  se  cou- 
pent en  quatre  points  seulement,  abstraction  faite  de 
cette  génératrice,  etje  dis  que  chacun  de  ces  quatre  points 
jouit  de  la  propriété  d'Être  le  point  de  coïncidence  de  deux 
points  homologues  des  deux  figures. 

En  effet,  soit  o)  l'un  de  ces  quatre  points.  Les  plans 
OLtf,  CVL'u  des  deux  figures  respectÏTement,  sont  homo- 
k^nes,  puisqu'ils  se  coupent  sur  l'hyperboloïde  H,  et 
pareillement  les  plans  OPu,  Cyp'o),  qui  se  coupent  sur 
H*.  Donc  les  droites  Ou,  O'u,  intersections  de  ces  plans, 
sont  deux  droites  homologues.  On  verrait  de  mËme  que  les 
droites  Lu,  L'w,  intersections  respectives  des  plans  LPu, 
lX)u  et  L'P'w,  L'O'u  sont  homologues.  Donc  enfin  le 
point  u,  considéré  comme  point  de  rencontre  des  droites 
Ou,  Lu,  est  l'homologue  du  point  ai,  considéré  comme 
point  d'intersection  des  droites  O'u,  L'u.       c.  Q.  r.  o. 

Remarque.  Ces  points  remarquables,  étante»  nombre 
pair,  peuvent  être  tous  imaginaires,  contrairement  à  ce 
qui  a  lieu  pour  les  figures  homographiques  tracées  sur 
un  plan,  où  il  y  en  a  toujours  un  de  réel  au  moins. 

TaÉoaÈHE  IV.  Dans  deux  figures  homographiques  à 
trois  dimensions,  ilexiste  quatre  plans  [réels  ou  imagi- 
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noires)  (fui,  étant  considérés  comme  appartenant  à  la 
première  figure,  sont  eux-mêmes  leuri  homologues  dans 
la  seconde.    ■ 

En  effet,  prenons  deux  angles  trièdres  homologues 
quelconques  OLPQ,  O'L'P'Q'  dont  O  e\.  Qf  soient  le* 
sommets  correspondants,  et  considérons  d'abord  les  denz 
arêtes  homologues  OL,  Q/V.  Les  droites  qoi  joignent 
deux  à  deux  leurs  poinU  correspondants  sont  situées  sur 
un  byperboloïde  H  (théorème  II)  qui  touche  tout  plan  ft 
suivant  lequel  coïncident  deux  plans  homologues  des  deux 
figures  *,  car  ce  plan  rencontre  les  droites  OL,  O'L'  en 
deux  poinls  correspondants.  Donc  il  contient  une  géné- 
ratrice de  l'hyperboloïde  H,  et,  par  conséquent,  il  touche 
cette  surface  en  un  point  de  cette  génératrice. 

Considérons  de  même  deux  autres  séries  de  divisions 
homographiques  tracées,  les  nnes  sur  OP  et  O'P'  el  les 
autres  sur  OQ,  O'Q'.  Les  droites  qui  joignent  les  poinU 
homologues  des  deux  premières  divisions  sont  situées  sur 
un  hyperboloïdeàunenappeH',  et  celles  qui  joignent  les 
points  homologues  des  deux  autres  divisions  sont  situées 
sur  un  hyperboloïde  H". 

Les  trois  surfaces  H,  H',  H"  ont  une  génératrice  recti- 
ligne  commune,  savoir,  la  droite  de  joncdon  des  points 
homologues  O  et  CV.  Donc,  d'après  le  théorème  corrélatif 
de  celui  de  M.  Chasles,  cité  au  théorème  m,  ces  trois 
surfaces  n'ont  en  commun  que  quatre  plans  tangents,  abs- 
traction faîte  de  ceux,  en  nombre  infini,  qu'ils  ont  sui- 
vant la  génératrice  commune  OQ/.  Je  dis  que  chacun  de  ces 
quatre  plans  jouit  de  la  propriété  d'être  un  -plan  de  coïn- 
cidence de  deux  plans  homologues  des  deux  figures. 

En  effet,  soit  A  l'un  de  ces  quatre  plans,  et  soient  a, 
a',  b,  b',  c,  c'  les  points  où  il  coupe  respectivement  les 
arèles  OL,  CL',  OP,  O'P',  OQ,  O'Q'  des  deux  angles 
trièdres.  De  ce  que  ce  plan  est  tangent  à  chacun  des  trois 
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hyperiMioldes  H,  H',  H",  il  s'ensuit  que  les  droites  a&  et 
a'fr',  ac  et  o'c\  bc  et  h'c'  sont  homologues  deux  à  deux. 
Donc  le  plan  Si,  considéré  comme  passant  par  les  trois 
droices  a&,  ac  et  bc,  est  l'homologue  du  plan  H,  considéré 
cooune  passant  par  les  troisantres  droites  ;  cequi  démontre 
la  proposition  énoncée. 

Remartfue.  Ces  plans  remarquables^  qu'on  peut  nom- 
mer plans  doubles  des  figures  homographîques,  étant  en 
nombre  pair,  peuvent  être  imaginaires  ;  c'est  ce  qui  ar- 
rive quand  les  quatre  points  doubles  du  théorème  m  le 
sont  eux-mêmes,  etviceversd;  car  il  estbien  évident  que 
ces  plans  ne  sont  autre  chose  que  les  quatre  faces  du  té- 
traèdre dont  les  quatre  points  sont  les  sommets. 

Théorème  V.  Dans  deux  figures  hoinograp1ùt]ues  à 
trois  dimensions,  U  existe  six  droites  [réelles  ou  imagi- 
naires) qui,  considérées  comme  appartenant  à  la  pre- 
mière  figure,  sont  elles-mêmes  leurs  homologues  dans  la 
seconde. 

Ce  théorème  est  une  conséquence  des  deux  qui  précè- 
dent; ces  droites  doubles  sont  les  arêtes  du  tétraèdre  dé- 
terminé par  les  points  doubles  ou  par  les  plans  doubles 
îndîstinc  tement . 


SOLUTION  BB  QUELQIIKS  OUATIONS 

t™ir«.IX,MW)i 

Pàb  lb  p.  PEPIN,  S.  J. 

i*.  Soient  deux  paraboles  ayant  même  foyer  et  s'enire- 
conpant  orthogonalement,  qui  touchent  respectivement 
deux  ellipsea  homofocales  données,  dont  un  des  foyers 
coïncide  avec  celui  des  paraboles.  Les  points  d'intersection 
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de  toutes  les  paires  de  paraboles  qai  saùsfisnlà  cette  condi- 
tion sefODt  sitii^  sur  uoe  circonféreoce  de  cercle,  aj«at 
pour  centre  le  foyer  commua  des  paraboles. 

De  plus  le  rayon  de  ce  cercle  sei'a  la  demi-soDiaie  des 
giands  axes  des  deux  ellipses  donnée*. 

Soient 

•""^  i  +  «cos('     ^ ~  i-f- e" cos s' 

les  équations  en  coordonnées  polaires  p,  $,  desdeux  ellipses 
données,  le  pôle  étant  situé  au  foyer  commun  des  ellipses 
et  des  paraboles. 

Soient  (X  et  a'  les  angles  que  font  avec  l'àxe  polaire  les 
axes  des  deux  paraboles,  et  Q  l'angle  polaire,  les  équations 
de  ces  deux  paraboles  seront 

_  P  P' 

^       i  +  cos(e  — «)       ^       i-c  cos(6  — >') 

Les  points  d'intersection  des  deux  paraboles  correspon- 
dent aux  angles  polaires  qui  satisfont  à  l'équation 


'  i  +  cos(e-B}-i+cos(«-a') 

D'ailleurs  on  doit  avoir 


en  effet,  appelons  fjt  et  fx'  les  angles  que  font  avec  l'axe 
polaire  les  tangentes  menées  respectivement  aux  deux 
paraboles,  par  leur  point  d'intersection.  L'angle  formé 
par  la. tangente  avec  l'axe  de  la  parabole  est  la  moitié  de 
l'angle  formé  par  le  rayon  vecteur  du  point  de  contact  avec 
le  même  axe^  on  a  donc 


f.  =  -(ir- 


.(,r_S  +  «),      /  =  I(,_e  +  .c'). 
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Or,  pour  que  les  deux  tangentes  aràent  perpeudicuUîrei 
rnne  à  l'uilre,  on  doit  avoir 

OD  a  donc 
d'où 


Dès  lors  rÀ]uation  (a)  donnera 

le  rayon  vecteur  d«s  points  d'intersection  des  deux  para- 
boles sera  donc 

(*)  P  =  {iP-^P')i 

ponr  démontrer  le  théorème  énoncé,  il  suffira  donc  de 
démontrer  que  la  somme  des  deux  paramètres  variables 
/>,  p',  est  ^ale  à  la  somme  des  grands  aies  des  deux 
ellipses, 

La  tangente  trigon  orné  trique  de  l'angle  formé  avec  le 
rayon  recteur  par  la  tangente  à  l'ellipse  p=  ■ 


relativement  à  la  parabole  fi  := rr— — :»  cette  tangente 

est 

d8_,  +  „,(8-.)_/°';''-°) 
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Puisque  la  parabole  doi  l  être  tangente  à  l'ellipse,  en  dési- 

gnant  par  Q'  l'angle  polaire  correspondant  ati  point  de 
contact,  on  aura 

[^  I  +  e  cos  0' 

(e)  \  cos-{8'  — «) 


I  Mn-(e'  —  a) 

\  a  * 

En  appelant  B"  l'angle  polaire  qui  répond  au  point  de 
contact  de  la  seconde  ellipse  et  delà  seconde  parabole,  on 
aura  semblablement 


_W[, 


«(«•-«)] 


Les  deux  équations  (e)  donnent 

«sinS'.cos-(e'  —  a) 


w.acos'-(9'  — a)si 


«sîdO'.cos-  (8'  —  «) 
Les  équalions  (</)  donnent  de  même 


pgip(fl'  —  g) 
~  lin  e'      ' 


.i(.--.) 
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et 

»'.«n(e'  — «) 

on  m  donc 


S.SID 


(V  —  a)       p.siil(6''  — «) 


Or  U  dernière  des  éqaadona  (c)  donne 
»-»«>;(«'  —  «) 

—  «l>înS'.c(H-(0'  —  a}— cotO'  8in-(S'  —  «)  I 

=  tin  -  (ft*  —  a)  —  e  fin  -  (S*  +  «)• 
On  en  d^uit 

»n-S'.cos-a(i  —  «)  —  cos -S'sin-afl  +  e)  =o, 
d'oà 
une  i-V  =  - — ~  tang- a,     tang  6'  =  ,    '' ~T/-l".°* — . 

On  aura  donc 


■iniC 


cos>  — sina.cos.i 


De  même  la  seconde  des  équations  {d)  donne 

■ia(fl'  —  k)_  a(e'  +  g"cos«). 
sÏD  6"  I  —  e"         ' 

CD  subsiiluani  dans  l'éqiuûon  {e)  on  obdendra 

-«*«»«      an'  /  +  «" cMis « 


/»  +  /^  = 


aw      ^      aw'  ^    ep 
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or  les  deuic  ellipses  étant  faoïnofocales,  on  a 


or et sont  les  grands  axes  des  deux  ellijiiesj 

la  somme  des  paramètres  variables  des  deux  paraboles  est 
donc  égale  à  la  somme  des  grands  axes  des  deux  ellipses, 
et,  en  vertu  de  l'équation  (A),  le  rayon  vecteur  de  leur 
point  d'insertion  est  égal  à  la  moitié  de  la  somme  de  cea 
grands  axes.  C.  Q<  F.  n. 

3".  Trouver  en  coordonnées  eîliplûfues  rètfuation  d'une 
parabole  quelconque,  tangente  à  une  ellipse  donnée ,  et 
dont  le  foyer  coïncide  avec  l'un  desfojrers  de  Vellipse. 

Soient 


f'~i+cos(e  — «)     "     f-i-Hccose' 

les  é()uatîons  de  la  paralwle  et  de  l'ellipse  rapportées  à 
leur  foyer  commun.  On  anra  entre  les  indéterminées  p, 
a,  et  les  constantes  U  et  f,  larelaiioii  trouvée  dans  le  pro- 
blème précédent 
,   ,  ao(i  —  cosa) 

(>}  P= — ^T^jp — ■■ 

D'ailleurs  l'éijuatiou  de  la  parabole  développée  donne 

{2)  p+p.cosS.cosa  +  psinS  sina  =  />. 

Soit  c  la  distance  du  centre  de  l'ellipae  au  foyer;  et 
prenons  pour  rooixlonnées  clliptii|ues  du  point  (p,  0,)  les 
demi-axes  Iransversus  X,  ft,  de  rdlipsc  el  de  l'iiypoibole, 
bomofocalcs  à   l'ellipse  donnée,  qui   se  coupent  en  ce 
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point.  Les  formules  de  tranaforniatiou  seront 

pcose  =  -^  +  e,     fsro9  =  i^(i'  — «'){<:*  — fi')j 
d'où 

L'équation  (a)  deviendra  donc 
d'où 


(4)  ' 


-(iH-(^)  +  (X  +  f»)".CM'« 
+  />'  +  «'  —  tpccos  a  =  o. 


Telle  est  l'équation  demandée.  Elle  détermine  pour  une 
valeur  donnée  de  l'angle  a,  quatre  paraboles  symétriques 
par  rapport  aux  deux  axes  ;  car  chaque  couple  de  valeurs 
de  X  et  de  ^  détermine  quatre  points  symétriques  par 
rapport  aux  deux  axes.  Ces  quatre  paraboles  satisfont  aux 
conditions  données  i,  leurs  axes  principaux  font  avec  l'axe 

des X  positifs  les  angles  «,  a  +  -i  «  +  Jt,  a  H 

3°.  Soient 

e=  r    "'      .■=  r     "'    ■ 

J^     ^1  — sin'e.sin'T  J„      v''— cos'e.sin'f' 

il  faut  prouver  que 

_ l,.g{4sin9  ianee}>o. 

Démonstration.  9' étant  positif,  l'inégalité  proposée 
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revient  i  la  suïvKote  : 


Or,  en  désignant  par  Q  la  série 

on  a  la  relation  (Verhulst,  Traité  des  fonctions  elUp- 
tiçueSt  page  laS) 

L'^alité  qu'il  s'agit  de  démontrer  devient  donc 

Q  — -e'.l(ç(Mn»9)>o. 
Or 

I .cos'6+  — -— cog<9+,.,    I 

=>'      ■        »'-4'         ^'     I 
-  ioe(i  -  cos't)  =  co.'»+ C£21Û' +  !£!î^ +. . . 

On  a  donc 

-j9MoB(™'«)  =  2'(Ms'«)- 
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et,  p«r  conséqaent, 

Or,  quel  que  soil  le  nombre  entier  r  ,  la  différence 

(■+Î+3+-*;)  -  [■ + â+?^-*-+<"-'  "] 

est  toujours  positive;  la  série  qui  forme  le  second  mem- 
bre de  l'ïn^alité  précédente  est  donc  positive,  et  l'on  a 

Q_î.e'l(,B{«n'e)>o. 


TMISlKm  SOLUTIOS  BE  LA  QGISTHHf  39« 


Par  h.  LEGHANDAIS, 

Élére  du  lycée  Louii-le-Grand  (  claue  de  H.  Viailla}. 


Par  le  sommet  A  d'un  triangle  plan  ABC  mener  une 
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droite  telle,  qae  les  perpendiculaires  BB',  CC  «baÏMéei 
respectivement  des  sommets  B  et  C  sur  cette  droite  for- 
ment deux  triangles  rectangles  ABB',  ACC  équivalent!. 

Soit  te  triangle  ABC  dont  la  médiane  est  AM.  Je  dé- 
cria du  point  M  comme  centre,  avec  un  rayoïtégalà  AM, 
un  arc  de  cercle  qui  coupe  BC  en  D.  Je  dis  que  la  droite 
AD  satisfait  à  la  question. 

En  effet,  ce  qu'il  faut  démontrer,  c'est  que 


or  les  triangles  semblables  BB'D,  CCD  donnent 


Mais  si  je  mène  MH  perpendiculaire  à  AD,  le  point  M 
étant  le  milieu  de  BC,  le  point  H  est  le  milieu  de  B'C, 
et  l'on  a 

HB'  =  HC; 

mais  le  triangle  AMD  éUnt  isocèle,  on  a  aussi 

AH  =:  Hl). 
Donc 

AB'  =  DC 
et 

AC=B'D; 

BB'  _  AC 
ce  ~  AB'  ■ 

c.  Q.  F.  n. 
Comme  l'arc  de  cercle  décrit  du  point  M  comme  cen- 
tre, avec  MA  pour  rayon,  coupe  BC  en  deux  points  D  et 
D",  le  problème  admet  deux  soluiions. 
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Lorsque  le  Iriangte  ABC  est  isocèle,  ces  deux  solu- 
tions   subsistent;    seulement   les    triangles    deviennent 

Lorsque  le  triangle  est  rectangle,  les  deux  triangles 
conatruilB  par  I«  métbode  précédente  s'annulent,  car 
les  droites  AD  et  AD'  se  confondent  avec  les  côtés  dn 
triangle. 

On  voit,  du  reste,  facilement  dans  ce  cas  que  le  pro- 
blème n'admet  pas  de  solution,  à  moins  que  le  triangle 
rectangle  ne  soit  isocèle,  et  alors  il  en  admet  une  infinité. 

Lorsque  le  triangle  est  isocèle,  sans  élre  rectangle, 
outre  les  deux  solutions  qu'on  trouve  pour  un  triangle 
quelconque,  et  qui  subsistent  encore  dans  ce  cas,  il  7  a 
une  troisième  solution  donnée  par  la  droite  menée  paral- 
lèlement à  la  base. 


nRIOLKS  FtNDAMniTALSS  DE  L'ANALYSE  SPBÉRIIHIB; 

Par  m.   VANSSON. 


Nous  nous  sommes  proposé ,  dans  cet  article  et  queU 
ques-uns  qui  suivront ,  d'établir  les  formules  fondamen- 
tales de  l'analyse  sphérique.  Les  pei-soones  qui  voudront 
étudier  d'une  manière  plus  complète  cette  branche  d'a- 
nalyse devront  lire  un  ti-ès-bon  ouvrage  de  M.  Bor^^net 
intitulé  :  Essais  d'anafyie  sphérique  {*).  Toutefois  notre 
marche  difière  de  celle  de  M.  Borgnet  en  ce  qu'au  lieu 
d'employer  la  méthode  des  projections  nous  nous  ser- 
vons du  calcul ,  en  prenant  pour  point  de  départ  tes 
formules  les  plus  usuelles  de  trigonométrie  sphérique. 

(•)  VoifJïo-MHwJiiMle.,*.  VI,p.  474îi.  VII.p.  i4Tet  i;4.    Tn- 
in.  et  Mathé-iM..  t.  XVn.  (Férrivr  tSSS.)  5 


b,  Google 


(66) 
Nous  insisterons  sur  un  cas  qui  se  présente  fréquem- 
ment dans  la  disctissîon  des  courbes,  cas  dans  lequel  les 
formules  générales  données  par  M.  Boi^et  ne  peuvent 
s'appliquer. 

Soient  deux  axes  obliques  se  coupant  au  point  O  sous 
un  angle  6^  prenons  a  partir  du  point  O  deux  distances 


OA,  OB,  égales  à  un  quadrant.  Pour  déterminer  la  po- 
sition d'un  point  quelcouque  M  sur  la  sphère,  il  nous 
suffira  de  le  joindre  aux  points  A  et  B  par  deux  arcs  de 
grands  cercles  qui  couperont  les  axes  en  deux  points  Pet 
Q,  et  de  nous  donner  les  s^ments  OP  et  OQ  que  nous 
appellerons  les  coordonnées  obliques  du  point  M;  les 
points  P  et  Q  sont  tes  projections  du  point  M,  et  les 
points  A  et  B  se  nomment  centres  de  projections.  Dési- 
gnons les  segments  OP,  OQ  par  x  et  j^;  par  a  l'angle  que 
fait  l'arc  OM  avec  Taxe  des  x,  et  proposons-nous  de  cal- 
culer en  foncUon  de  x,y  et0  les  principaux  lignes  et  angles 
de  cette  figure.  La  résolution  da  triangle  AQO,  dans  le- 
quel on  connaît  deux  cfttés  et  Fangle  compris ,  donne 

tang  A  ^  sin  S  tang^  ; 
on  a  de  même 

tangB  =:  sin  e  tangx , 
d'où 
/il  langA_  tangj- 
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S  Sans  le  triangle  OMA  on  prend  la  valeur  de  tangOM, 
-on  troUTe 

OD  a  par  analogie 

-d'oà 

HngA  _        una 
tang  B       «JD  [i  — -a) 
'et,  par  suite, 

(a)  "»«/  _       "°« 

langx       sîn  (0—  o) 

Si  dans  cette  formule  a  est  coDstant  ,y  etx  variables^ 
elle  donne  l'équation  d'un  grand  cercle  passant  par  l'o- 
rigine et  faisant  un  angle  connu  avec  l'axe  des  x;  si  l'on 
convient  de  représenter  ponr  phis  de  simplicité  les  deux 
tangentes  par  Y  et  X,  on  aura  pour  équaUon  du  cercle 
OM 

On  peut  écrire  ainsi  la  formule  {i| 

T_cotMAB  _  /lapgMBAX 
X~eotMBA  ~  VtangMAB/' 

Si  l'on  r^arde  le  deuxième  membre  comme  constant , 
OD  a  ainsi  l'équation  d'un  grand  cercle  mené  par  l'origine. 
De.U  résalte  ce  théorème  : 

Le  lieu  des  sommets  des  triangles  sphèriques  ayant 
une  base  commune  (AB)  et  dans  lesqncls  les  tangantet 
des  angles  à  la  hase  sont  dans  un  rapport  donné  est  une 
circonférence  de  grand  cercle  passant  par  le  pôle  de  la 
base. 

5. 
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Les  triangles  supplémentaires  dotmeut  un  ihéorènie 
inverse  : 

Sides  triangles  ont  un  angle  commun  et  que  les  tan- 
gentes' des  côtés  qui  le  comprennent  soient  en  rapport 
constant,  le  troisième  côté  passera  par  un  point  ^xt! 
situé  à  go  degrés  du  sommet  de  l'angle  commun. 

Ce  dernier  théorème  sert  à  trouver  graphiquement  une 
tangente  qui  soit  quatrième  proportionnelle  à  trois  lan- 
geâtes d'arcs  donnés. 

Le  triangle  BOP  donne 

de  même 


cos/       tang  P 

;^sïï~uDgQ' 

Si  le  deuxième  membre  est  constant,  cette  équation 
donnera  le  lieu  du  point  M.  Il  serait  facile  d'y  recon- 
naître une  ellipse  aphérique  ayant  son  centre  au  point  0. 

Pour  fixer  la  position  d'un  poiut  sur  la  sphère  ,  on  le 
rapporte  le  pins  ordinairement  à  deux  axes  rectangu- 
laires. Ainsi  en  géographie  on  prend  pour  axes  l'équa- 
teur  et  le  premier  méridien ,  et  le  point  se  détermine  par 
sa  latitude  et  sa  lotigiiude;  maison  peut  aussi,  au  lieu  de 
l'arc  de  latitude,  prendre  pour  ordonnée  la  projection 
de  cet  arc  sur  le  premier  méridien.  Ce  second  mode  de 
détermination  a  l'avantage  de  donner  des  formules  symé- 
triques par  rapport  à  x  et  .\  jr,  et  plus  faciles  à  comparer 
avec  leurs  analogues  sur  le  plan.  Pour  distinguer  l'un  de 
l'autre  ces  deux  systèmes  de  coordonnées,  nous  appelle* 
rons  les  premières  coordonnées  géographiques,  et  les  sc- 
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coudes  coordonnées  géométriques  ;  la  formule  pour  passer 
<l'ua  systènie  à  l'autre  se  trouve  aisément  par  la  résolution 
d'un  triangle  rectangle  ;  et  si  l'on  appelle  y  la  latitude  et 
Y  sa  projection  sur  le  premier  méridien  ou  axe  des  Y,  on 
tronve 

tangj  =  MagT  cosa: , 

X  éUnt  la  longitude  du  point. 

Il  y  a  un  cas  particulier  où  les  coordonnées  géomé- 
triques  ne  détermineraient  pas  le  point.  C'est  quand 

x  =  -i  alors  Y  égale  aussi  -»  et  les  deux  arcs  perpendi- 
culaires aux  axes  qui  donnent  en  général  la  position  du 
point  par  leur  rencontre  se  confondent  dans  ce  cas  par- 
ticulier, n  faut  donc  se  donner  la  latitude  du  point  pour 
lîier  sa  position. 

Feoblèhe.  Connaissant  les  coordonnées  d'un  point 
rapporté  à  des  axes  obliques,  trouver  sa  dislance  à  l'o- 
rigine. 

On  a  déjà  trouvé  (p.  67) 

or 

tangA^NuS  tangj'. 

D'ailleurs  l'équation  trouvée  plus  haut 


UogJ 

sin> 

taniji 

«<!(•-.) 

uogj  sinl 

ttngx  +  tang^cos»' 

lanjj-sinl 

^ung'j-  +  lang'ar  4-  2tangjtan);«cos4 
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Substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  tangOM, 
on  a 

taog'OM=  taDg'j'+  laog' a  + ^tang^  (angjrcosO- 
ou  y  plus  simplement , 

Y'  -h  X'  -h  2XT  C0»«'=  r", 

X,  Y,  r  représentant  des  tangentes  ;  si  r  est  constant ,  Y  et 
X  variables,  on  aura  l'équation  d'un  petit  cercle  ayant 
son  p6Ie  à  l'origine  et  rapporté  i  des  axes  obliques  ;  si 

fl  =  9o», 
on  aura' 

V  +  V  =  r% 

comme  sur  un  plan. 

PxoBLÈHB.  J'roui'er  l'équatioa  d'un  grand  cercle  qni 
coupe  les  axes  à  det  distances  connues  de  l 'origine  {a 

Soient  A  et  B  les  traces  du  cercle  dooné,  prenons  un 
point  M  sur  ce  cercle;  soient  P  et  P'  les  centres  de  pro- 
jections ,  N  la  projection  de  M  sor  l'axe  des  j',  N'  sur  l'axe 
des  X.  Le  triangle  AOB  coupé  par  l'arc  transversal  pro- 
jetant NMP  donnera  [*) 

sin(p — /)  1       sinMB 

sinj'  cosa    sinMA""   * 
de  même 

sin  («  —  x)  1       MnMA_ 

sin  Ji  cos  S  "  sin  MB  ~  '  ■ 


t','«qualion  eiprimc  l«  Ihéorjme  de  Plolémée  au 
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S)  nous  multiplions  ces  équations  membre  à  membre, 
noua  trouvoDS,  en  simplifiant, 

tangj       tang;r_^ 
UDg  Ë        Ung  a         ' 


les  lettres  X ,  Y,  a,  &  repi^sentaot  des  UDgesies.  La  for- 
mule est  démontrée  pour  des  axes  quelconques.  Ou  peut 
aussi  récrire  sous  cette  forme 


A  représentant,  si  les  axes  sont  rectangulaires,  la  cotan- 
gunte  en  signe  contraire  de  l'angle  formé  par  Taxe  des  X 
avec  un  are  qui  projetterait  l'origine  sur  la  circonférence 
donnée.  L'équation  de  cet  arc  projetant  serait  donc 


si  l'on  cherche  l'intersection  de  deux  arcs,  puis  la  dis- 
tance de  l'origine  au  point  de  rencontre ,  on  irouTera,  en 
appelant  D  la  tangente  de  cette  distance, 

D=±-=l=- 


D'ùà  l'on  voit  que  l'équation  d'une  circonférence  de  grand 
cercle  éloignée  de  l'origine  d'un  arc  D  sera 

^ = A  «  ±  D  ^r+X'. 

Si  A  varie,  D  restant  le  même,  ce  sera  l'équation  d'une 
tangente  quelconque  à  nu  cercle  dont  le  centre  est  à  l'o- 
rigine, D  représentant  la  tangente  de  la  distance  polaire 
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et  A  )a  coungentc  en  signe  contraire  de  l'angle  fonné 
par  l'axe  des  x  et  l'arc  qui  va  du  pôle  au  poiot  de  con- 
tact. Si  l'on  considère  altematiTemeiit  les  deux  signes, 
on  aura  les  éqûatloDS  de  deux  tangentes  menées  aut 
extrémités  du  même  diamètre;  enân  si  l'on  cherche  leur 
point  de  rencontre  ,  on  trouve  x  =  do  ,  ce  qui  fait  voir 
que  le  point  de  rencontre  est  à  90  degrés  de  l'origine. 

Pour  achever  de  connaitre  ce  point,  il  faut  donc  avoir 
la  tangente  de  sa  latitude  :  on  tronve  aisément  qu'elle 
est  égale  à  A. 

Iternarque,  Connaissaiil  les  coordonnées  du  pdle  d'un 
grand  cercle,  on  peut  en  déduire  la  valeur  de  a  et  fi. 
x',y  '  désignant  les  tangentes  des  coordonnées  du  pôle ,  on 
a  évidemment 

o_— -,,      —  ~7' 

ceqai  permet  de  représenter  une  circonférence  de  grand 
cercle  par  l'équation 

(BoacHKT.) 

L'équation  d'une  circonférence  de  grand  cercle  passant 
par  un  point  donné  sera  évidemment 

y  -/  =  A(x  — *'). 

Cette  équation  ne  s'applique  pas  au  caa  où  le  point  donné 
serait  à  go  degrés  de  l'origine ,  alors 

et  il  faut  se  servir  de  la  latitude  du  point  M  que  j'appel- 
lerai /.  Pour  cela,  considérons  le  triangle  POP'  formé 
par  les  deux  centres  de  projection  et  l'origine.  Il  est  coupe 
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par  l'arc  donné  aupoîalM  (MPest  égala  /) ,  et  od  a  par 


le  théorème  des  transversales 


sià  (9  —  I)    cosa  '  sio  6 


tangS  __ 


sin/ 


unga  sin(e-i) 

L'équaûoD  demandée  sera  donc 
j-  =  Ax  +  i, 

A  représentant  -t— v^  —y  oo  simplement  tang /  si  les  aies 
sont  rectangulaires.  Si  donc  plusieurs  circonférences  ont 
nu  point  commun  situé  à  90  d^rés  de  l'origine ,  le  coeffi- 
cient de  X  sera  le  même  dans  leurs  équations  et  ce  coeffi- 
cient sera  la  tangente  de  la  latitude  du  point  commun , 
les  axes  étant  rectangulaires.  Ce  système  de  circonférences 
sera  donc  l'analogue  d'un  systèmede  droites  parallèles  sur 
tu  plan. 

L'équation  d'une  circonférence  de  grand  cercle  passant 
par  deux  points  sera  en  génëial 

Si  le  dcu:iièmc  point  est  à  90  degrés ,  l'équalion  sera 
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A  désignant  la  tangente  de  la  latitude  du  deuxième  point 
si  les  axes  sont  rectangulaires,  et,  dans  le  cas  général, 


ND  (e  —  0 

rfous  allons  faire  l'application  des  formules  précédenica 
k  quelques  problèmes  et  théorèmes. 

Définition.  Étant  donnés  deux  poinU  A  et  B  sur  une 
■phère,  si  l'on  prend  sur  l'arc  qui  les  joint  an  troisième 
point  O  déterminé  par  l'équation 

X  — J/        m 

X ,  x',  x'  étant  les  tangentes  des  abscisses  des  trois  points, 
ce  troisième  point ,  qnand  le  rayon  de  la  spbère  devient 
infini ,  partage  évidemment  la  ligne  AB  dans  le  rapport 
de  m  à  n.  Cela  posé,  nous  dirons,  ponr  abr^r  quel- 
ques énoncés ,  que  ce  point  O  partage  l'arc  AB  suivant  le 
rapport  sphérique  de  m  à  n.  On  tire  de  l'équation 

^  _  Mj*  +  nj/ 
m-t-n 

On  voit  aisémeut  que  la  même  relation  ensie  pour  les  or- 
données, en  sorte  que 

Y  —  ^-r"-*-"/ 

Théobèhs.  Si  l'on  divise  les  trois  côtés  c,  b,  a  d'un 
triangle  sphérique,  le  premier  suivant  le  rapport  sphé- 
rique  de  ta  an,  le  deuxième  suivant  le  rapport  de^àm, 
le  troisième  suivant  le  rapport  de  nAip;si  Von  joint  en- 
stUte  chaque  point  de  division  au  sommet  opposé,  les 
trois  arcs  ainsi  obtenus  concoiirent  au  même  point. 

Le  calcul  se  fait  identiquement  comme  sur  un  plan.  Il 
suffit  d'écrire  les  équations  des  trois  arcs  ramenées  à  la 
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Ax  +  B/  +  C=o. 

Ed  ajoutant  leurs  prenûers  membres,  on  trouve  ùlenii- 
queinent  zéro ,  ce  qui  prouve  que  les  trois  circonférences 
ont  un  point  commun. 

On  troure,  pour  les  coordonnées  du  point  de  ren- 
toam, 

m-t-9-hp  M  +  d-H/j 

Le»  mêmes  formules  s'appliquent  sur  un  plan  \  si ,  par 
exemple ,  on  mine  dans  un  triangle  les  trois  bissectrices , 
on  voit  qne  les  trois  nombres  m,  n,  p  seront  alors  les 
trois  côtés  a,  b,  c^  on  aura  donc  pour  les  coordonnées 
du  centre  du  cercle  inscrit  à  un  triangle  recliligue 

*■ a  +  b  +  c       ' a+b  +  c 

S'il  s'agissait  dn  c^tre  d'un  des  trois  cercles  «xinscrits, 
il  suGirait  de  changer  le  signe  du  côté  qu'on  n'aurait  pas 
prolongé. 

Si  dans  la  formule  relative  à  ia  division  d'au  «pc  sui- 
vant k  rapport  spbérique  de  m  à  n ,  on  soppose  tn  a=  n  ^ 
on  trouve 

a  a 

et  dans  le  problème  suivant  si  nous  faisons 


on  ironve 


Ifous  ap{>clleron!i  par  analogie  le  point  ainsi  obtei 
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centre  sphérûjue  des  moyennes  distances  pour  deux  ou 
trois  points.  En  général,  nous  appellerons  centre  sphé- 
riquc  des  moyennes  distances  d'un  système  de  n  points, 
le  point  déterminé  par  les  deux  équations 

Théorème.  Étant  donné  un  système  de  points  sur  la 
sphère,  si  l'on  joint  le  centre  sphérvjue  des  deux  pre- 
miers au  troisième,  çu'on  divise  l'arc  obtenu  dans  le 
rapport  jpkcn'que  de.  i  à  %,  qu'on  joigne  le  point  trouvé 
au  quatrième  des  points,  puis  qu'on  divise  l'arc  de  jonc- 
tion dans  le  rapport  sphérique  de  i  à  3,  et  ainsi  de  suite, 
on  trouvera  aisément  pour  fixer  la  position  du  dernier 
point  les  équations 

Ce  point  est  donc  le  centre  spkériquc  du  système  de 
points;  ce  centre  reste  donc  le  même  dans  quelque  ordre 
qu'on  prenne  les  points. 

Si  l'on  détermine  d'abord  le  centre  sphérique  des 
moyennesdîstancesdempoints,  puis  le  centre  des  n  —  m 
qui  restent,  qu'on  joigne  ces  deux  points  par  un  arc  de 
grand  cercle,  enfin  qu'on  partage  cet  arc  suivant  le  rap- 
port spWrique  de  m  à  (r  —  m) ,  le  point  de  division  sera 
encore  le  centre  sphérique  des  moyennes  dislances  des  n 
points  donnés. 

THËOAàME.  Etant  donné  un  système  de  a-^i  points, 
si  l'on  joint  l'un  quelconque  d'eux  au  centre  sphérique 
des  moyennes  distances  de  tous  les  autres ,  on  obtiendra 
ainsi  n  +  ï  arcs  de  grands  cercles  qui  passeront  par  un 
pointcommun. 

Cela  résulte  comme  conséquence  du  ihéorémc  précé- 
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dent.  On  peut  aussi  le  démontrer  directement  par  un  cal- 
cul très-simple.  Soit  Xi  la  tangente  de  l'abscisse  du  centre 
de  tout  le  système  et  X,  pour  celui  de  n  poinU,  on  aura 

de  même 

L'éqoatioD  du  cercle  passant  par  le  centre  de  n  poinu  et 
parle  (n  +  i)'"'"'sera  donc 

■r-y_Y.-J-i 

cercle  qui  passe  évidemment  par  le  point  dont  les  coor- 
données sont  Y' et  X'.  c.  Q.   F.  D. 
La  tuile  prochainement. 


«CBSTION  D'EXAMEN. 


SVtk    LB  nOMBEE   DE   POINTS   Qri  DÉTEUHnlITT 
VUE   CODBBE   DU    SECOBD   DSUSt. 

En  exprimant  que  les  deux  axes  a,  b  d'une  ellipse  de. 
Tiennent  égaux  entre  eux ,  on  a  ime  circonférence  qui  se 
détermine  par  trois  points.  De  sorte  qoe  l'égalité 
a-b=o 

éqaivaul  à  deux  conditions  délcrminanles.  Il  en  est  antre- 
ment  dans  l'hyperbole ,  l'égalité  des  axes  n'équivaut  plus 
qu'à  une  seule  condition.  C'est  ce  qu'on  a  proposé  d'ex- 
pliquer. 

Cela  tient  à  ce  que,  dans  le  cas  de  l'ellipse,  le  premier 
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de  l'équation 


est  In  somme  de  deux  carrés  précédés  du  même  signe,  et, 
en  conséquence,  l'équation  se  partage  et  donne  lieu  k 
deux  relations  entre  les  coefficients  de  l'équation  géné- 
rale du  second  degré.  Il  n'en  est  plus  de  même  pour  l'hj- 
perbole. 

En  effet,  la  réduction  de  l'éqaaUon  générale  du  second 
degré 

Aj-'H-Bxr  +  Cj:'  +  Dj'+  E«-f-r  =  <», 

par  la  transformation  des  coordonnées ,  montre  que  le* 
axes  de  l'ellipse  représentée  par  cette  équation  sont  entre 
eux  comme  les  fonctions 


(A-hC)  +  v'CA~C}'- 


(A  +  O  — ^(A— C)'  +  B% 

et  que  le  rapport  de  deux  axes  de  l'hjperbole  -est  égal  au 
rapport  de  ces  deux  fonctions  changé  de  signe. 

Il  s'ensuit  que  l'^alité  des  deux  axes  de  l'ellipse  est 
exprimée  par  l'équation 

{A.-~Cy  +  B'  =  o, 

■qui  donne  les  deux  conditions 

A— C  =  o,     B  =  o, 

tandis  que  l'égalité  de»  axes  de  l'hyperbole  exige  seule- 
ment qu'où  ait 

A-f-C  =  o. 

G. 
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SECSinS  SftLDTIAN  DE  U  QCBSTiaN  ItS 

(nlrlXI,  M«)i 

P*K  H.  L.  DEWULF. 


On  donne  trois  cercles  Ct,  Ci,  C*;  on  trace  troia  nou- 
veanx  cercles,  P,  ayant  même  sécante  commune  que  C| 
et  Ca,  et  conpaatCi  ort1iogona]ement;demftmePietP|. 
Démontrer  <]ne  ces  trois  nonrean^  cercles  ontmftmecorde 
(réelle  on  idéale)  commune  ou  mime  axe  radical. 

Traçons  te  cercle  orthotomiqne  O  aux  trois  cercles 
donnés,  ce  cercle  est  aussi  orthotomique  ans  trois  nou- 
Teaux  cercles.  Leurs  axes  radicaux  passent  donc  par  son 
centre. 

Le  centre  de  P,  se  trouve  i  l'intersection  de  la  droite 
C|C|  avec  la  corde  yty^  ctmunuoe  A  Ci  et  à  O. 
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On  trouve  de  même  les  centrog  de  P,  et  de  P».  Il  faut 
démoDtrcr  que  ces  trois  poiau  sont  ea  ligne  droite. 

Projetons  li  figure  de  maniire  que  Udroite  P,P|  passe 
à  l'ÎQ&Qi. 

ftft  deviendra  parsltile  i  Ci Ct  et  C,0  sera  perpendi- 
culaire à  C,C.. 

7i7*  deviendra  parallèle  à  C,C|  et  CtO  sera  perpendi- 
culaire à  CiC|. 

O  deviendra  Tintersection  de  deux  hauteurs  du  nou- 
veau triangle;  donc  la  projection  de  0,0  sera  aussi 
perpendiculaire  i  CiCt  et  P|  passera  aussi  à  l'iafini. 
Donc,  eic. 

Semai-qutu. 

i".  Cl,  Ci,  Cl,  Yi,  Yt,  7i  forment  deux  triangles  po- 
laires réciproques.  Les  droites  qui  joignent  les  sommets 
opposés  se  coupent  en  un  même  point,  pAle  de  la  ligne 
P)  P*  pai'  rapport  au  cercle  orthotomique  O. 

a°.  Les  points  Ci,  C|,  Cj,  -/i,  yt^yt  sont  sur  une  m^e 
conique,  ce  qui  donne  ce  théorème  :  Les  sommets  de  deux 
triangles  polaires  réciproques  sont  sur  une  même  co- 
nique. ■ 

3**.  Les  côtés  des  deux  triangles  forment  un  hexagone 
circonscriptible  à  nue  conique. 

On  peut  arriver  à  une  solution  aussi  simple  par  l' ana- 
lyse. Les  trois  axes  radicaux  de  P,  Pi  P^  passent  en  O. 

Soit  f  =  o  l'équation  homogène  du  cercle  orthoto- 
mique O;  soient  XtjTfS,,  x,/i<,,  XtjtZt  les  coordon- 
nées des  trois  sommeudu  triangle  CiCfC»,  et  posons 


Les  équations  des  lignes  C,C,,    C,Ct,  C,C,,   /,y„ 
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7"7>i  7*7'   sei'oiil 


àx,  df,  rf*. 


ite. 


-Â^-^  +  x:'  =  * 


«x,  aj-,  r«. 

Appelons  x'jr'z',  x"/"*",  x"/™**  les  coordonnées  dui 
poïnls  P.,  Pi,  Pi.  ei  faisons 


I  «'  /    •'  1 

D  =    «•  y  ." 
I  y  y  »-  t 

La  Gondîtion  pour  que  les  trois  points  P,,  P|,  P|  soient 
en  ligne  droite 

dx"'  df       dx'  Hy~~      dx-  d/  ~  " 


éqoation  qui  se  vérifie,  mais  par  des   calculs  no  peu 
longs. 


Amm.  Je  MatUaial..  t.  XVII.  (MmiSSfl.) 
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8RCÛKDS  SOLlTItN  M  U  «UBSTrOIf  31ï 
Pa»  m.  L.  DEWDtF. 

Soient 
(■)  F{«,r,»)-o 

l'équatioQ  de  la  surface, 
(a)  xcoa«  +  /  co$p  +  SCOS7  —  *=  o 

l'équation  du  plan  P, 

l'ëquation  du  plan  tangent  k  la  snrface  en  un  point  3^y' x'. 
Si  ce  point  est  dans  le  plan  (3),  l'é<juation  de  ce  plan  (a) 
pourra  se  mettre  sous  la  forme 

■(4)   (*-*')c08«  +  (/-r')w»P +  («-«')  COSTCO. 

La  projection  de  l'intersection  des  plans  (3)  et  (4)  sur 
le  plan  des  xy  aara  pour  équation 


Cette  équation  représente  la  projection  de  la  tangente  à  U 
courbe  I  au  point  x'y'z',  ou  aussi  la  tangente  à  la  projec- 
tion de  la  courbe  I  sur  le  plan  xy  en  un  point  x'y'.  La 
tangente  à  la  courbe  I'  au  point  x'y'  est 

(6)  (,-x')lî  +  (^-y)^=„. 
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Si  les  é{|ualioiis  (5)  et  (6)  sont  idcnli<]ucs,  la  projecUon 
âe  I  est  taDgeiitn  à  1'  aux  points  où  I  coupe  le  plan  de  I', 

cl  cette  identité  a  lieu  si  -^  =  o  pour  les  coordunnées  de 
cet  point*. 

Dans  le  cas  particulier  des  surfaces  du  second  degré,  si 
P'  est  un  plan  principal ,  les  plans  tangents  à  la  surface 
en  un  point  quelconque  de  l'intersection  de  la  surface  et 
de  P'   sont    pcrpendioulaires  au  plan   P',  ei  par  suite 


SOI  U  THIWtn  DR  iniX  CMIQUKS; 
P»  M.  G.  SALMON. 

n'est  à  M,  Cajli*y  que  jt:  dois  beaucoup  de  i-e  (gui  suit. 

1 .  Soient  les  équations  des  deux  coniques 

L',  =  fl«"  +  Aj'+  «'  +  arf/ï  -h  2eï.r  +  i.fxy=:  o, 

(Pour  les  équations  homogènes  dont  nous  ferons  usage, 
voir  Nouvelles  Annales,  t.  XVI,  p.  294.) 

2.  Trouver  les  équations  des  cordf.s  li'intcrsection  des 
lieux  coniques. 

On  sait  que  r(k{ualioii 

U, +iU,  =  o 

représente  Une  conique  qui  passe  par  les  quatre  points 
d'intersection  de  U,  de  U(.  Maintenant  il  s'agit  de  dé- 
icnniner  X  ici,  que  cède  équation  soit  décomposable  en 
lieux  faneurs  linéaires.  11  est  évident  que  la  déleiinina' 
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tion  doit  dépendre  d'uue  étjuatioii  du  troisième  degré. 
Car  par  quatre  points  A,  B,  C,  D  iiou&  ]^>ouvods  liier 
trois  systèmes  de  deux  lignes  droites  AB,  CD;  AC,  BD; 
AD,  BC.  La  condition  que  Ut  soit  décomposable  en  de 
tels  facteurs  est 

\  =  abe+  nde/~-  ad'  ~  be*  —  e/'=so('). 
Nous  trouverons  la  condition  que  U|  +UXi  soit  ainsi 
décomposabic,  en  substituant  pour  a,  a  +  Xa'y  pour  b, 
i-t-Xi',  etc.,  et  la  condition  sera 

i  +  ie  + Ve'-hi'A'  =  o{") 
où  (comme  c'est  évident  par  le  théorème  de  Tajior) 
,dl       „rfA        ,dà       ,rfi         ,rfi       „</i 
da  do  de  dd  de  df 

ou  bien 

e  =  a'  { ic  —  rf')  +  4'  (ca  —  *■ }  +  r*  (<i6  — /'  ) 

+  arf'{</— «rf)  +  ae'{/rf—  6«)  +  if[de-r/), 
y  ^  a'ft'c'  +  arfV/'  —  o'rf'*  —  AV  —  c"/", 
rf4'       ,  rfA' 
d^'^dP'^ 

3.  Les  coefficients  A,  6,  @',  A'  sont  des  invariants 
(t.  XVI,  p.  4o^)i  c'est-à-dire  que  le  rapport  mutuel  de 
ces  quanti  tés  ne  change  pas  quand  on  transforme  les  équa- 
tions U, ,  U,  en  prenant  de  nouveaux  axes  quelconques. 
Car  si  l'équation 

U, -f.),U,  =  o 
représente  Jeux  lignes  droites ,  elle  ne  cessera  pas  de  les 
représenter  quand  on  transforme  les  équatioos  comme 

n  ^BirTIoavelUiÀantUt.l.  I,  p.  491.         Tu. 

(**)  On  troave  cette  équation  dans  l'admirable  opuacule  de  M.  Lamé 
■or  Isa  métkodei  (i8iS)i  eerine  <iiii  a  éld  tréa-fécondé.  Le  principe  de 
Harvejr  onne  i-Ji-iun  e*  ovo  ae  TériHe  partant.        Ta. 
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on  voudra,  pai-ce  que  iiultc  transfoi-mation  de  coordou- 
nées  ne  cbaoge  l.  Il  faut  donc,  qaaod  on  cherche  les  va- 
leurs du  A  pour  lesquelles  Ut  +  ^  U|  représente  deux  lignes 
droites,  que  l'on  trouve  toujours  les  mêmes  valeurs  de 
A  quels  que  soient  les  axes  -,  d'oik  il  suit  que  l'équation 
i  +  ie4-i'»'-|-l'i'  =  o 

a  toujours  les  mêmes  racines ,  quelles  que  soient  les  formes 
de  Ut  et  Ut,  d'où  nous  avons  déduit  les  fonctions  A,  &, 
e\  £x'. 

é.  Pour  faire  voir  l'usage  que  l'on  peut  tirer  de  ce 
principe,  nous  cherclicrons  la  condition  (due  à  M.  Cayley 
et  d  ailleurs  très-dilScile  à  trouver)  pour  qu'un  triangle 
soit  inscrit  à  la  conique  U,  et  circonscrit  à  U|  (*). 

Si  cela  est  possible  et  si  nous  appelons  Xjj',  z  tes  équa- 
tions des  c6iës  d'un  tel  triangle,  il  sera  possible  d'écrire 
U| ,  Ut  sous  les  formes 

U,=  2{xj-(-JB-t-«)  =  0, 

U,  =  f  a:'-4-m'j^-t-«'a'  —  iimxjr  —  3rafl/z~-  3/i/xx  =  o, 

(Foin.  XVI,  p.  3o7ei3o8.) 
Dans  ce  cas,  nous  avons 

e=_(^  +  ,„  +  «)'. 

e'=  ^Imn  (/  +  flt  -t-  n) , 
cl,  par  conséqueni , 

e''  =  4ei'. 

Mais  parce  que  @ ,  @',  A'  sont  des  invariants ,  cette  rela- 
tion subsiste  toujours  quels  que  soient  les  axes  (n"  3). 
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(Sfi) 
Ainsi  laconditioi)  cheichév esl 

[fl(AV  -  rf'-)  +  ft  (c'y  -  ^■')  +  cia'  b'  -/")  - 
+  3d(e'f~a'd')  +  3g{fd'~b' 

=  4(rt'  6'  c  -4-  a  rfV/'  —  o'  rf"  _  6'  e"  -  c'/") 

a.  Trouver  la  condition  pour  ijuc  les  i-oniqua  U| ,  U, 
Je  touchent. 

Nous  avons  dit  que  par  quatm  points  A,  B,  C,  D  ou 
peut  faire  passer  trois  systèmes  de  deux  droites  AB,  CD; 
AC ,  BD;  AD,  BC.  Mais  si  les  points  A ,  B  coïncident, 
deux  de  ces  systèmes  aussi  deviendront  ideiitïiiues,  sa- 
voir: AC,  BD;  AD,  BC.  Dans  ce  cas  donc,  il  faut  que 
l'équation 

4  -V-  Il  e  -(- 1' e'  +  /'  4'  =  o 

ait  deux  racines  égales.  La  condition  est 

e's''-!-  i84A'ea'  =  3i'y'-t-4A«''  +  4i'e*- 

ti.  Si  l'équation 

U,  =  (. 

rt^présenle  deux  droites,  on  aura 


et  l'on  voit  que  la  condition  poui*  que  Tune  ou  l'aulri 
<'e-8  droites  louche  Ui  est 

«'  =  4Ae', 
u'€;st  aussi  la  roiidilion  pour  que  l'équation 

4  +  iB  +  ).'*»'  =  o 
ait  deux  racines  êi;alcs. 

7.   Si    (1,  esl  no  carn'-   )>arrail   {^Ij: -^  tfty -\- nz)' 
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trouve  qne  dans  ce  cas  on  aura 

i'  =  o,     e'  =  o. 
Le  (jaadrilatèrc  ABCD  se  change  en  un  triangle  doot  deux 
cAtés  sont  les  tangentes  aux  points  d'intersection  de  la 
droite  Ix-^my  H-nz  =  o  et  de  la  conique  U,  =o. 
Déiemùnons  X  par  l'équatioa 

4  +  1©  =  Oi 

nous  trouvons  que  l'équation  de  ces  tangentes  est 

eu,  — i(/x  4- «,/+«)'  =  ©(•}. 
Mais  si  9^=  o,  cette  équation  est  réduite  à 
(/.r  +  ™7  +  nï)'  =  o, 

d'où  nous  voyons  que  dans  t-e  cas  la  droîii:  tjc-hiny-t-nx 
loncbe  la  conique  U|.  La  condition  donc  pour  que  la 
droite  Ix  ■+-  my  ■+-  ne  tonche  U,  est  0  =  o ,  ou  bien 
,  d\  rfd  rfi  rfA  ,(/a  ,    ifA 


l'[bc~d^]  +  m'{ca  -  c')  -1-  n'{ab  - /■  )  +  ^  m»  (e/- ad) 
H-  2«/(/rf  —  be)  +  7.1,»  (de~f/)  =  o  (**  ). 
Pour  abréger,  nous  écrirons  celle  condiûun 
A/'+  Bni"  +  G/i'+aDmn  +  2En/+  aF/m  =  o. 

8.  Si  £ ,  n ,  ^  sont  les  coordonnées  d'un  jpoint  de  la  po- 
laire réciproque  de  la  conique  Ui  (prise  par  rapport  à 
x' +y"-(-  z*|=  o) ,  itous  trouverons  l'équation  de  cette  po- 


(■)Crr<.n.i,  +  ;ii,. 
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lairu  réciproque  eo  exprimant  la  condition  que  la  di-oi(c 
x|  +_x*'  +  ^?  touche  Ui-  L' équation  est  donc 
S,  =  A5'4-Bfl'-(-CÇ'-f-2Dni:+-2E«+  ïFï»=o(*), 

où  A,  B,  etc.,  ont  la  siguifîcation  que  dous  veaons  d'ex- 
pliquer. 

9.  On  a  les  relations  suivantes ,  savoir  : 

BC— D'=:4fl,       CA  — E"=46,       AB  — F'  =  4c, 
EF  —  AD  =  irf,      FD  —  BC  =  ie,      DE  —  AB  =  a/("), 
d'où  nous  voyons  que  la  polaire  réciproque  de  la  réci- 
proque est  AUi ,  comme  cela  doit  être. 

10.  Cherchons  maintenant  l'équation  de  la  polaire  ré- 
ciproque de  la  conique  U,  -|-  ^Uf 

II  faudra  dans  l'équation  £,  (n"  8)  substituer  pour  a , 
a  +  Xa',  pour  A  ,  6  -J-  Xb',  etc.,  et  on  trouvera 

î,  +  !♦  +  l'î,  =  0, 
où 

«  =  {bl/  ~h  b'  t  —  2dd']i'  -i-  (^a    -h  ac-  —  3«)»)' 

-*-  {ab'  -H  ha'  —  a^')  ;'  -I-  al*/'  -h  e"/—  aif  —  o'rf)  »; 
-(-2(/rf'-i-rf/'-i^-i'«)i;S 

-^-a(A'-^d'«-ç/■'-^/JÏ«. 

On  obtient  £|  en  accentuant  o,  b,c,  etc.,  dansZ,. 

11.  On  sait  que  l'équation 

qui  contient  le  paramètre  ï,  représente  une  courbe  qui 
louche  toujours 

*'=4e,  I,. 
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Mais  pareil  que  l'équation 

U.  +  lU,  =  o 

représente  un  système  de  coniques  passant  par  quatre 
points,  le  système  réciproque 

représentera  un   système  de  coniques  touchant  quatre 
droites.  11  faut  donc  que 

*'=  4ïi  2j 
représente  ces  quatre  tangentes  communes  de  £,  et  Z,. 
La  forme  de  l'équation  fait  voir  que  la  conique  4>  passe 
par  les  points  où  les  coniques  £, ,  St  sont  touchées  par  les 
tangentes  communes  dont  l'éqaation  est 

4'  =4i,ï,. 

Nous  voyons  donc  que  les  huit  points  où  deux  coniques 
sont  touchées  par  leurs  tangentes  communes  se  trouvent 
sur  une  conique  dont  nous  pouvons  former  l'équation. 

12.  On  trouvera  de  même  que  la  polaire  réciproque 
de  la  conique 

1,-l-iï,  =  o 
est 

AU,  +l/  +  i'4'U,  =  o 
où 

/=  (BC'  -I-  B' C  —  2  DD' )  x'  +  (CA'  -h  AC  —  2  EE'  ) y 
+  (AB'4-BA'— aFF-}*:' 
H-  z  (  ET  -h  E'F  —  AD'  —  AD)  j-ï 
+  a  (FD'  +  DF*  —  BE'  —  B'  E)  ai 
+  3  {DE'  H-  D'E  —  CF'  —  C'F)  xy. 
I.'équalion  des  tangentes  conimuui>s  de  Ui  et  U,  vtL 
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et  £  est  U  conique  qui  passe  par  les  huit  points  on  U,  et 
Uf  sont  touchées  par  ces  tangentes  communes. 

13.  Nous  allons  faire  voir  comme  on  pourrait  parvenir 
à  ces  coniques  4>,  3  par  une  autre  voie.  En  effet,  on  re- 
trouvera la  conique  ^en  cherchant  le  lieu  d'un  point 
d'où  les  tangentes  à  U, ,  U,  forment  un  faisceau  harmo- 
nique ,  et  la  conique  4>  en  cherchant  Tenveloppe  d'une 
droite  qui  est  coupée  en  section  harmonique  par  les  co- 
niques U|,  U»  (*)- 

14.  Phoblèhe.  Trouver  la  condition  pour  que  les 
quatre  points  siu'Vaxe  des  s  donnés  par  les  équations 

ax'  4-  2  tx  4-  c=  o,     o'  x'4-  a6'x  +  e'  ;=  o 

forment  un  système  harmonique  ? 

Si  Xi ,  Xt  sont  les  racines  de  la  première  équation  et  x^ 
Xi  de  la  seconde,  nous  aurons 


('. 

-».) 

x.-x 

)+{'.- 

'.)('.- 

aU 

x,a 

.  =  '-< 

(I,+I, 

=T' 

I  r  -i- 

i^l  +  ^t 

='^'^ 

donc  la  condition  cherchée  est 

ac'  +  ca'  —  2  bb'  ^  o. 
Si,  rendant  les  équations  homogènes ,  on  pose 
8i  =  a:r'  -f-  a ftarj- -J~  ej-' =  o, 

(■)  Il  0(1  éTid«nl  que  ^  =  o,  £  =  o  sonl  des  polaires  rcciproqut 
>  =  o  Cbl  la  riiiiiqiic  qui  pasw  pnr  les  hnil  pDtnis  de  contact  relalirs  à 
i-l  i,  cl  £  —  V  Iii  roniqiic  qui  [ia-si>  pur  les  hnil  poinli.  ric  fonlact  rclal 
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9') 

pOUïOll 

Ls  écri 

ire  celle 

coiidilioii  suus  cette 

tm; 

rf'S, 

d-S. 

rf-S, 

,  J'S, 

^rf'S, 

d-S,_ 

u  bien  symboliquement 

/  d     d  d     d  \ 


15.  PitOBi.ÈHK.  Tiouifer  la  condition  pour  que  la  firoiu 
Ix  +  my-i-  »t  =  o 
joilt  coupée  en  section  harmonifjue  par  les  deux  coniques 

Afin  de  trouver  tes  points  où  U,  est  coupée  parla  droite 
dounée  ,  nous  éliminons  z  entre  les  équations 
Ui^O,      lx-\-  my  -^  m=  o, 

nous  obtenons  une  équation  S^  homogène  en  x  et  y.  Mous 
aurons  ainsi 

</S,       dM,       l  rfU, 


rfS,       rfU. 

mdV.^ 

scmblablemcnt 

dy           dy 

n    dz,  ■ 

./S,       rfU, 

/  dV, 

rfr  ~    d^ 

n    dz  ' 

dS,       rfU, 

rfr  ~  rfj- 

mdV, 

,  nous  avons 

•(44:- 

ii^s, 

J'(^ 


\(ir,  rff,       rfjr,  rf/,  / 


,  lit,  J  \dz,  d.r,        dz,  dx,  I 
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l.a  conilition  donc  que  nous  clieicliuns  est 

c'est-à-dire 

i'ib^-hù'c  ~iJd')  +  m'  {m'  ■+-  ac-  —  2«'} 
-t-«'(«J'  +  6a'-3^) 
+  a  m«  (  (/■'  +/«*  —  ad-  —  a'  d) 
+  inl[fd' -i-J' d ~  b^  —  b' e.) 
+  a/ffi  {rfe*  -*-«■'  e  —  c/'—  ^/)  =  o, 

et  parce  que  /,  m,  m  sont  liés  par  une  relation  du  second 
Ofdre,  l'enveloppe  de  la  droite  est  une  conique  dont  Vé- 
quatios  est  trouvée  en  prenant  la  polaire  réciproque  de  4> 
et  qui  est 

»'V,-i-eV,  —  J=o. 

i6.  PnOBLÈKE.  Troiwer  l'équation  des  deux  tangentes 
d'un  point  quelconque  a^y  aune  conique  Uf 

L'équation  de  la  droite  qui  joint  aÇ>y  à  un  point  quel- 
conque x',  jr',  z  '  est 

■■^(P»'-7/)+r(7'^'-"')  +  >(«r'-P*')  =  o, 

et  si  x'y'  z'  est  un  point  sur  l'une  ou  l'autre  des  deux 
tangentes,  cette  droite  touchera  U,.  On  trouvera  donc 
l'équation  cherchée  en  formant  la  condition  que  la  droite 
Ix  ■+-  my  H-  HZ  ^  o  touche  U, ,  et  puis,  substîtuaul  res- 
pectivement pour  / ,  m ,  /J , 

pï-7/,     7*-««,     «r-px, 

on  bien ,  en  substituant  en  £,  (a°  8) , 

pour  ï,«,  f. 
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Son  s 

l'ëqualion  ainsi  réduite 

,  et  nous  aurons 

iiS,_ 

^S 

dx. 

ax 

rfï. 

^t 

dx, 

di 

'(^ 

S, 

(é-£.—JL é^  I    " 

La  coaditioD  donc  pour  cpie  le  faiscfau  des  ungeutes 
du  point  a,  ^,y  soît  harmonique  est 

B*  (BC  -H  CB'  —  aDiy)  + . .  .=  o , 
ou  bien 

i8.  On  aait  qu'il  y  a  trois  points  dont  les  polaires  re- 
lativement à  deui  coniques  sont  les  mêmes,  et  que  (si  ces 
trois  polaires  ont  pour  équatious  X  ■,  y,  e)  il  est  possible 
de  donner  aux  équations  des  deux  coniques  les  formes 
rtjJ  +  6/'-f-w'  =  o. 
a' Jt"  +  b'y*  -+-  c*  a:'  =  o. 
[foir  mes  Conics,  p.  a3a  et  267  (*)■] 

Maintenant  nous  allons  faire  voir  comment  celte  trans- 
formation  est  cfTcctuéc,  et  nous  allons  démontrer  que,, 
étant  données  les  équations  U| ,  U|  de  deux  coniques,  les 
trois  droites  dont  les  p6les  sont  les  mêmes  pour  les  deux 
coniques,  sont  données  par  l'équation 

d£  /dV,  dV,  _  rfU,  dV,\       dS  /dV,  ^  _  1^  ^A 

dx    \lfy^~~^'^)'*"dP\d!i    dx        dx     di) 

rf/  (dV^'lV,  _  rfU.  dV,\  _ 
dz   \dx     dy  d/     dy  I 

[*}  Oufraga  kari  ligiu,  Iridail  par  M.  Houdra.        T>. 
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équation  que  nous  (jou 

ons  e 

vrire 

termina  m 

dV, 

rfU, 

rfU, 

dH, 
dx 

rfU, 
dy 

d» 

dS 
dx 

dS 

dS 

dz 

D'abord  on  voîi  aisément 

que  c 

coniques  Ui ,  U,  ont  les  formes 

V.  =  ax 

^h 

'+CZ 

V,  =  a'x'-hb 

r'  + 

Dans  CI' «as,  on 

sous  U  forint!  d'u 


'la  est  vrai  qnaiid  les 


Asnbe,  B:z:ca,  C=:at>, 

A'=b'r',       B'=c'a',       C'=a'b', 
£=  aa'ibt/  +  b'c)a-'  +  bb'  {ca'-t-ac')  x' 
~tce'(i,b'+c-b)t\ 


cl  le  déterminant  que  t 
facteur  constant  près } 


s  venons  d'indiquer  est  (à  un 


Il  faut  done  démontrer  que  cette  équation  représente  lou- 
jours'ces  mêmes  droiles  quelle  que  soit  la  forme  de  V, 
etU,. 

19.  Maintenant  il  faut  observer  que  J  est  un  covariatU 
(t.  XVI,  p.  4o6)  des  coniques  U, ,  U,.  Un  covariaut  est 
un  déHvé  d'une  équation  (ou  de  plusieurs  équations)  tel, 
que  sa  relation  aux  équations  primitives  subsiste  encore 
quand  toutes  les  équations  sont  transformées  par  nue 
transforma  lion  /iriéaùv  quelconque.  Par  exemple,  la  dé- 
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nvee  — —  ii  est  pas  un  luvanant  de  Ui ,  parce  que  ,  quand 
on  transforme  l'équation  aux  nouveaux  axes,  le  nouveau 
-^  ne  représente  plus  la  même  courbe.  Mais  parce  que 
S  (la  conique  qui  passe  par  les  huit  points  de  contact 
des  tangentes  communes  de  U|  et  Ui)  est  unique,  il  faut 
(quels  que  soient  les  axes)  que  nous  trouvions  une  équa- 
tion qui  représente  toujours  la  même  courbe. 

20.  Ensuite  nous  allons  démontrer  que  trois  courbes 
U,  V,  W  étant  données,  le  déterminant 


(*) 


rfU  rfU  rfU 

dx  dy  di 

dV  dV  dV 

dx  dy  dz 

dvr    Jw    rfw 

est  un  covariani  des  trois  courbes. 
Il  est  bien  connu  que  le  pixiduit  des  deux  déterminants 


est  le  déterminant 

aA+*B  +cC       «A'   +6B'  -hcC  aA"    +iB"   +  eC 

"'A  -f-*'B  -+-c'C      (i'A'  + VB'  4-c'C'  a' A"  +*'B"  -f-c'C" 

o'A4-i"B  +  c"C     a"A'  +  6''B'+<r'C'  a"  A"  +  è"  B"  H- c"  C 
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r  si  nous  rt 

uiplaçone  X,y,  z  p 

x  =  ax  +  by  + 

j'  =  «'x  +  fj'H 

,  =  «-*  +  fi"r 

OI19  avons 

•f' 


àr 


■^-^• 


Ht 


-.(•)■ 


di  <ir  dy 

Nous  voyons  donc  que  ai  noua  transformons  linéaire- 
ment U ,  V,  W  et  puis  formons  la  dérivée  des  équations 
transformées,  nous  aurons 


dx       dy 
d-W     rfW 


dV 

dt 

...■ 

di 

= 

b  è'  b" 

X 

dVf 
~dî 

rfir 

dlT 

dx 

^y 

rfV 

dV 

d^ 

rf/ 

dVf 

dVf 

dV 


dy        d* 


et  quand  les  deux  dérivées  ne  dîfTèrent  que  par  un  fac- 
teur constant,   toutes  les  deux  représentent  la  même 
coturbe. 
Donc 

dI/dV,dV,      dV,dV,\       ^/rfU;£Ui_£U,  dV,\ 
tix  \  dy    dî,  di     dy  j         dy  \  dt     dx  dx     d»  } 

"^  lï  \dx    dy         Ify   m)  ~  ** 

représente  toujours  la  même  courbe  quels  que  soient  les 
axes.  Il  était  donc  sufEsanl  de  démontrer  qu'elle  repré- 


(')  Après  lea  d  \\  fiul  M 


•rtcndreU,  V,  W. 
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sente  trois  droites,  en  nous  servant  des  plus  simples  équa- 
lions. 

21 .  On  peut  irouver  facilement  par  celle  méthode  t'é- 
qualion  des  plans  principaux  d'une  surface  du  second 
degré. 

Soient  les  termes  quadratiques  de  l'équation 

V,  =  ax'  +  by'  +  ez'  +  ad/î  -|-  2«*  +  a/r/ 
que  nous  voulons  réduire  à  la  forme 

Mais  il  faut  observer  que  le  carré  de  la  distance  d'un 
point  à  l'origine  est,  pour  les  deux  systèmes  de  coor-. 
données , 

U,=.r'+j'' -4-»' =  1+^-1-1. 
Si  les  axes  prirailifs  sont  obliques,  nous  substituons, 
pourz*  + 7*  •+■  «', 

''-t- r'  +  s'  +  a  jîcos(j-,  î)  +2wcos(ï,  J:) 
-hlxjrcùi(x,  y). 
Formons  l'expression  ^de  ces  systèmes  Ui ,  Ui ,  savoir  : 
/=  [«(i  +  c)  -  e'-/«]x'  +  [6(c +..)-/'-</']  J-' 
+  [t(a  +  A)-rf'-<r']î'+a(«/-«/)y« 
+  a(ie-/rf)«r4-a(./-rfr)*rC), 
et  pais  le  déterminant  dérivé  de  U, ,  U,,  £  représente 
l'équation  cubique  des  trois  plans  principaux  x,  y,  z 
(pagegS). 

23.  Nous  ajoutons  aussi  la  méthode  de  M.  Boole  pour 
trouver  en  grandeur  les  axes  d'une  surface  du  second  de- 
gré. Il  ne  faut  que  former  les  invariants  ^ ,  0 , 6',  A'  du 

!*)  foirpigtig:  l'on  «  a' =  i' =  c' =  o,  rf' =  .'=/'=  u.     Th. 
4mm.Aaaih^mai.,t.X\U-iMan  iSUI.)  7 
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sysièmu  Ui ,  L'i.  El  parce  que  nous  avons  |)uui'  réquaiii») 
transformée  (page  84) 

&  — ABC,  e  =  AB4-BC  +  CA,  e'  =  A+B4-Ci  i' =  1 , 
les  quantités  A,  B,  C  (qui  sont  les  réciproques  des  cairés 
des  demi'axes)  sont  les  racines  de  l'équation 

4'V  — e'i' +el  — 4  =  0 
ou  bien 
1'  —  (a  +  6  +  c  )  V  -h  (  *c  —  rf'  +  M  —  «'  +  «fi  — /-)  1 
—  {abe-h2dc/—  ad'—  be'  — <;/'), 
équation  tubiquc  qui  est  très-connue  dans  cotte  théo- 
rie (•). 


SECONDS  SOLIiTiON 
D'UNE  QUESTION  SUR  IN  PRODUIT  CONTINUE!, 

P*K  H.  p.  A.  G. 

Le  produit  n{n-t-i)  («  -Ha)  (n  +  3)  de  quatre  nom- 
bres entiers  consécutifs  étant  aiigmenlé  de  l'unité,  devient 
le  carré  den(n-f-3)  -l-i)  somme  formée  du  produit  des 
deux  facteurs  extrêmes  et  de  l'unité. 

C'est  ce  que  l'on  rend  immédiatement  manifeste  en 
multipliant  par  n  (n  -|-  3)  les  deux  membres  de  l'identiié 

{/.  +  .)(»  +  i.)  =  «(»  +  3)H-î, 
et  ajoutant  1  de  part  et  d'autre. 

Conséquence.  Le  produit  de  quatre  nombres  entiers 
consécutifs  ne  peut  être  un  carré. 

(■)  Pour  compraadn:  les  n«  SI  et  3S,  il  faut  se  rappélar  la  théorie 
de>  chineeinenU  dei  «oordonnéei.       Tu. 
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TOMILIS  reHIDAMBNTALSS  DE  LAHALYSIt  SPnÉRI^ie 

P*«  M.  VANNSO^. 

TatoùiiB.  Étant  donnés  un  triangle  tphériqiie  ABC 
et  un  point  O  sur  la  sur/ace  d'une  sphère,  si  de  ce  point 
coHune  pôle  on  décrit  une  circonférence  de  grand  cercle, 
qu'on  joigne  le  point  O ,  pris  pour  origine  det  coordon- 
nées, au  sommet  A  par  un  arc  qu'on  prolongera  jusqu  à 
sa  rencontiv  en  A'  avec  la  circonférence,  si  ensuite  on 
joint  A'  afec  le  centre  sphérique  des  deux  autres  som- 
mets et  tfuon  répète  la  même  opération  trois  J'ois  en 
changeant  de  sommets,  les  trois  circonférences  ainsi 
obtenues  auront  un  point  commun. 

Od  peut  généraliser  le  théorème  ea  l'appliquant  à  un 
système  de  (n  +  i)  points,  comme  nous  allons  le  faiic 
voir. 

Soient  x'^y  les  tangentes  des  coordonnées  du  point  A, 
l'équation  de  l'arc  OA  sera 

toute  circonféi'enGe  passant  par  le  point  A'  aura  pour  coel'- 
ficient  dex,  -7*  Donc  la  circonférence  qui  joint  le  point 
A'  au  centre  sphérique  des  n  autres  points  sera  repré- 
sentée par  l'équation 


mais  on  a  trouvé  dans  le  problème  précédent 
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râleurs  qui  éiant  portées  dans  l'équalIoD  précédente  don- 
Qent 

On  voit  donc  que  cette  circonférence  et  toutes  les  ana- 
logues pour  les  autres  poiolâ  passent  par  un  point  com- 
man  ayant  pour  ungeDte  de  ses  coordonnées 

d'où 


Ce  point  se  trouve  donc  sur  la  circonférence  qui  passe 
par  le  point  O  et  le  centre  spliérîque  C  des  moyennes  dis- 
tances dn  système.  On  voit  aussi  que  ce  point  partage 
Tare  OC  suivant  le  rapport  sphérique  de  n  +  i  a  —  i . 

Le  théorème  analogue  sur  un  plan  se  démontre  par  un 
calcul  identique  et  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Étant  donné  un  ^slème  (fc  (n  +  i)  points  et  un  aiifre 
point  O ,  si  l'on  joint  chaque  point  du  système  au  point 
O,  et  si  l'on  mène  à  chacune  des  dioites  ainsi  obtenues 
une  parallèle  par  le  centre  des  mojennes  dislances  des 
autres  points,  toutes  les  parallèles  se  couperont  en  un 
inénie  point  quisera  situé  sur  la  droite  menée  du  point  O 
au  centre  des  moyennes  distances  de  tout  le  système  et 
qui  partagera  celle  droite  dans  le  rapport  den  +  i  à 
—  1,  c'est-à-dire  qu'il  sera  sur  le  prolongement  au  delà 
du  centre  et  que  ses  distances  àCel  àO seivnt  c 


Dans  le  cas  particulier  d'un  triangle,  les  parallèles 
sont  menées  par  les  milieux  des  c6té*t  ^^  le  théorème  se 
démontre  très-simplement  par  la  géométrie.  Le  nième 
théorème  s'applique  aussi  à  un  système  de  points  dans 
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l'espace  el  se  démontre  de  la  même  manière  qae  sur  la 
sphère. 

Si  les  points  du  système  se  déplaceat  sans  que  leur 
centre  de  moyennes  distances  change  de  position ,  le  point 
de  rencontre  des  lignes  parallèles  sur  un  plan  ou  des  arcs 
de  grands  cercles  sur  la  sphère  ne  changera  pas.  De  là  ré- 
sulte une  propriété  des  polygones  réguliers  inscrits  dans 
un  cercle  de  centre  &xe  et  de  rayon  variable.  Elle  aurait 
lien  également  pour  un  polyèdre  régulier  inscrit  dans  une 
sphère  avec  les  mêmes  conditions. 

PaoBLÈHB.  Étant  donné  un  triangle  ABC,  »  d'un 
point  que  nous  supposerons  sur  le  côté  CB  à  une  dis- 
tance a  du  point  C  on  mène  un  arc  sécant  qui  rencontre 
ABenC'etACen  B',  qu'on  joigne '&,  B*  et  C,  C,  on 
demande  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  ces  arcs. 

Prenons  C  pour  origine ,  CB  et  CA  pour  axes ,  ei  dési- 
gnons CB  par  a',  CA  par  S'  et  la  variable  CB'par  S. 

Cela  posé,  l'équation  de  l'arc  DB'  sera 


celle  de  l'arc  AB  sera 

?■+?='• 

Leur  intersection  aura  pour  équations 

^Sy  («  —  «')  __  aa.'  (g'  —  6) 


L'arc  ce  aura  donc  pour  équation 

j_eg'(a-,'), 

pour  l'arc  AB,  c'est 

r     f  _ 

Sa 
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Eliminani  S  entre  ces  équations,  on  Irouvfra 

aa' X  -h6'(2a  —  a.')x  =z  ««'6'; 

c'eai  donc  un  grand  cercle  qui  passe  au  sommet  C  du 
triangle  et  qui  coupe  CB  en  un  point  (B)  pour  lequel 


On  tire  de  cette  relation 

{«  — a')j:  =  <l(a'  — *), 

et,  remplaçant  ces  lettres  par  des  tangentes,  on  trouve 

siQCDXsii>EB  =  sinBD.MDCE. 

Ce  qui  prouve  que  les  quatre  points  C,  E,  B,  D  sont  har- 
moniques ,  et ,  par  suite ,  que  le  lien  demandé  est  le  qua- 
trième arc  d'un  faisceau  harmonique  dont  les  trois  antres 
sont  AC ,  AB ,  Af) ,  l'arc  cherché  éUnt  conjogné  de  AD. 
Cas  particuliers.  Si  nous  supposons 

a  ^  laog  90"  =  ao , 
nous  aurons 


lingCE=:-UngCB. 
Si  nous  supposons  en  même  temps 


s  aurons  aussi 


tangCO  =  -tangOC', 


O  étant  un  point  du  lieu  cl  C  la  rencontre  de  t'arr  CO 
avec  AU. 
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De  Ifk  résulte  d'abord  un  moyen  graphique  de  résoudre 

cette  «question  :   Étant  donné  un  certain  nombre  d'arcs 

«,x',ci  ",  trouver  pour  chacun  d'eux  on  arc  x  tel ,  qu'on 

ait 

latigx  ss  -  lang  a. 

On  peut  en  déduire  aussi  cette  conséquence  :  Éunt  donnés 
un  point  C  et  une  circonférence  de  grand  cercle  AB ,  si 
du  point  on  mène  un  arc  CC  coupant  la  circonférence 
donnée  en  C,  si  l'on  prend  sur  cet  arc  un  point  O  tel , 
qu'on  ait 

Ung  CO  =  -  lang  ce , 

le  lieu  du  point  O  sera  une  circonférence  de  grand  cercle 
perpendiculaire  à  l'arc  qui  projette  le  point  C  sur  la  cir- 
conférence donnée.  Si,  au  lieu  de  mener  l'arc  OC  sécant 
à  une  circonféreacc,  on  le  mène  sécant  à  une  courbe  quel- 
concfue,  le  lieu  du  point  O  obtenu  de  même  sera  une 
autre  courbe  de  même  degré  que  la  première  et  à  laquelle 
il  sera  facile  de  mener  une  tangente  en  un  point  donné, 
ayant  une  fois  tracé  la  tangente  au  point  homologue  de 
la  courbe  donnée.  Il  suEGra,  d'après  ce  qui  précède,  de 
projeter  le  point  C  sur  cette  tangente  par  un  arc  perpen- 
diculaire CI',  de  prendre  à  partir  de  P  sur  l'arc  tangent 
une  distance  PM  de  90  degrés ,  et  de  joindre  le  point  P 
an  point  C  de  la  seconde  courbe. 

Si  le  point  D  par  lequel  on  mène  les  arcs  sécants  au 
iriangle  ACB  était  pris  à  90  degrés  du  milieu  de  la  base 
CR ,  le  lieu  des  intersections  des  diagonales  du  quadrila-  - 
tére  CRB'  C  serait  l'arc  qui  joint  le  sommet  A  au  milieu 
de  la  base. 

THËoabuE.  Etant  donné  un  point  O  â  90  dt'grés  (lu 
commet  d'un  angle  A ,  n'de  ce  point  O  on  mène  dmix 
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aivs  sécanls  Omn ,  Om'n',  les  tangentes  des  quatre  seg- 
ments à  partir  de  A  sur  les  côtés  sont  en  proportion. 

Ce  qui  peut  servir  à  résoudre  graphiquemeat  les  deux 
questions  :  i**  construire  une  tangente  quatrième  propor- 
lioDoelle  à  trois  autres  ;  a*>  mener  par  un  point  O  un  arc 
qui  détermine  sur  les  c6lés  deux  s^ments  dont  les  tan- 
gentes soient  dans  un  rapport  donné. 

pKOBLiuB.  Connaissant  les  coordonnées  géographi- 
ques de  deux  points,  trouver  les  coordonnées  du  milieu 
de  l'arc  qui  les  joint. 


Soient  x\  x"  les  deux  longitudes,  y'  et  y"  les  lati- 
tudes ,  1  le  milieu  de  l'arc  Â',  A"  ;  appliquant  le  principe 
des  sious  proportionnels  aux  deux  triangles  PA'  I,  PA"! 
dont  les  angles  en  Pont  pour  mesure  X  — x'et  x" —  X, 
nous  aurons 


tinl 


sinA'l 

'•in(X  —y) 


cosj' 
sini 


divisant  membre  «  membre,  on  trouve 

«isj-"sin(«'  —  X)  =  «i9j'',  8in(X  -- j'). 


b,  Google 


(  "OJ  ) 
d'où  l'on  tire 

_  sin  *'  C08  y'  +  MO  x"  cos  y" 
°    ~  cDSd/  cos  j'  +  coas"  cos  7" 

%  DOiu  supposons  les  deux  points  à  égale  dislance  de  l'o- 
rigine, nous  aurons 

cosjc'  COSJ-'  =  cosj"  co8_y'', 

et  eu  divisant  le  premier  terme  du   numérateur  par 
cosjr'  cosj''  et  le  deuxième  par  cosx"  cos^",  nous  aurons 

ou  plus  simplement 


ces  trois  lettres  représentant  des  tangentes.  Nous  aurons 
de  même 

Y-Z±X, 
2 

ces  trois  lettres  représentant,  non  plus  les  tangentes  des 
latitudes,  mais  des  ordonnées  prises  sur  l'axe  des  j'.  On 
voit  parU  que  le  point  que  nous  avions  appelé  centre  des 
moyennes  distances  de  deux  points  n'est  autre  chose  que 
le  milieu  de  l'arc  qui  les  joint ,  mais  seulement  quand  ces 
deux  points  sont  équi distants  de  l'ori^^ne. 

Corollaire  I.  Si  un  triangle  est  inscrit  dans  un  cercle 
ayant  son  pôle  à  l'origine  et  qu'on  trace  les  trois  mé- 
dianes ,  on  trouvera ,  pour  déterminer  leur  point  de  ren- 
contre ,  les  équations 

^_       _       , _       , 

expressions  déjà  trouvées  et  qui  déterminent  le  centre 
sphérique  des  moyennes  distances  pour  le»  trois  sommets. 


b,  Google 


(  .o6) 
Aiiisi  le  centre  sphérique  dûs  moyenaes  distances  des  trois 
sommets  d'un  triangle  n'est  autre  chose  (jue  la  rencontre 
des  trois  médianes ,  mais  seulement  quand  les  trois  som- 
mets sont  équidistants  de  l'origine. 

CoroUairt  II.  Si  un  quadrilatère  est  inscrit  dans  an 
cercle,  les  arcs  qui  joignent  les  milieux  des  c6tés  opposés 
et  celui  qui  joint  les  milieux  des  diagonales  concourent 
au  même  point ,  et  si  l'on  prend  le  pôle  du  cercle  comme 
origine,  les  coordonnées  du  point  de  rencontre  seront 
données  par  les  formules 

Pboblèmk.  Étant  données  les  coordonnées  géogra- 
plUques  de  deux  points  (x' y' ,  i" y" ) ,  si  Ton  partage 
l 'arc  qui  les  joint  en  deux  segments  dont  les  sinus  sont 
comme  ta  est  à  n,  on  trouvera  pour  la  longitude  du 
point  de  division,  en  opérant  comme  dans  le  problème 
précèdent 

n  sinx'coS7'-(-  msin.r"  cosj-" 

Si  les  deux  points  sont  équidistants  de  l'origine,  il 


ainsi  l'arc    est  partagé  suivant  le  rapport  sphérique  du 
mkn. 

Si  l'on  circonscrit  un  cercle  à  un  triangle  et  qu'on 
prenne  le  pôle  de  ce  cercle  pour  origine,  on  reconnaî- 
tra facilement,  d'après  ce  qui  précMo,  que  les  «-oor- 
donucos  du  point  où  les  bissectrices  se  miconlreni  sont 


b,  Google 


données  par  les  formules 


sinn  +  sini -f-sÏDf 
stn  H  +  sin  A  +  sin  r 


Corollaire.  Les  résultats  précédents  donnent  le  moyen 
de  construire  un  arc  X  sachant  qu'on  a 

Nous  supposons  que  m  et  n  sont  des  sinus. 

Soient  pris>  sur  l'axe  OX ,  OA'  ^  x',  OA"  =  x",  de  O 
comme  pbie  décrivons  un  cercle  rn'nJ',  prenons  m"KégaI 


à  l'arc  dont  le  sinus  est  m  et  KH  égal  à  l'ai-c  dont  le 
sinus  est  n,  joignez  m'  et  H;  à  partir  de  L,  milieu  de 

M' H,  prenez  LG  =  -;  joignez  G  à  K  par  un  arc  (ju'on 

[trolongera  jusqu'en  I;  on  aura  évidemment 


Si  donc  on  pi'ojeUc  I  sur  OX  par  l'arc  IP ,  on  aur; 


b,  Google 


(  .o8  ) 
Si  l'on  avait  »i  =  n ,  l'expression  à  comtniire  serait 

il  suffirait  de  projeter  le  point  milieu  de  m' m' sur  OX. 
On  construirait  d'une  manièie  analogue  un  arc  X  donné 
par  l'équation 

tangX  =  '■°8-*^  +  **''8-g''  +  ""8'' 

La  suite  prochainement. 

mn  SUR  LA  QtissTrdN  rés»liib  pagis  in,  Mi  n  au 

(TtK  XYI); 
P*K  H.  VANNSON. 

On  donne  l'équation 

x  =  A  sinj;  +  B, 

trouver  le  nombre  des  racines  réelles. 

La  solution  donnée  page  376  ne  précise  pas  le  nombre 
des  racines.  Celle  donnée  page  43o  me  semble  présenter 
une  assertion  inexacte.  L'auteur  dit  (p.  43i)  :  «  Dans 
l'intervalle  de  x'  h  x'  -\-it  la  dérivée  i  —  A  cosx  s'an- 
nule au  plus  uni!  fois ,  soit  x'  =  —  ;  depuis  —  jusqu'à 
—  la  dérivée,  A  étant  supposé  positif  s'annule  deux 
fois.  De  pins,  quand  on  arrive  À  des  valeurs  de  x  qui 
donnent  des  résultats  de  même  signe,  il  est  bon  de  faire 
voir  que  ces  nombres  substitués  ne  comprennent  pas  di- 
ravines  de  la  proposée  quoiqu'ils  puissent  comprendre 
des  racines  de  la  dérivée  égalée  à  léro. 


b,  Google 


(  '«9) 
Pour  tenir  compte  de  ces  remarquas,  je  proposerai  la 
rëdacUon  Buîvante  qui  s'écarte  peu  de  la  marche  suivie 
par  M.  JozoD. 
Je  supposerai 

A>B,     A>o,     B>o. 
Si  nous  remplaçons  x  par 


nous  iroufons  alternativement  pins  et  moins.  J'appelle  z 
le  dernier  multiplicateur  de  n  pour  lequel  cette  alier- 
nance  de  ûgnes  ait  lieuj  quand  h  est  impair,  on  a  ton- 
jours  moins;  donc  z  est  impair,  sans  quoi  2+1  donne- 
rait le  signe  moins,  et  comme  par  hypothèse  z  a  donné 

plus,  nous  n'aurions  pas  atteint  la  limite.  Ainsi  — \-zii 
mis  à  la  place  de  x  a  donné  moins;  le  nombre  précédent 
-  -(-  (z  —  i)  Tt  a  donc  dû  donner  plu» ,  ce  qui  donne  l'é- 
galité (2  —  1  étant  pair) 


n  faat  donc  prendre  pour  z  le  nombre  im/>airimmédiale- 
ment  au-dessous  de 1 —  Supposons  comme  dans 

rex«nple 

A  =  A'»r,      B  =  B'»r, 

A',  B' étant  entiers,  on  aura 

»  =  A'  4-  B', 


b,  Google 


est  ioipaire,  «t,  dans  le  cas  conlraire, 


Dans  l'exemplv  donné ,  c'est  Â'  +  B'  —  i  qui  donne  le 
nombre  des  racines  positives.  Remplaçons  maintenant  x 
par  la  série  décroissante 

-»      -—  TT, 2ir,.  .  ., An,..., »'jr,..,, 

a       a  2  a  a 

on  anra  alternativement  plus  et  moins  ;  c'est  toujours  plus 
quand  h  est  pair,  donc  z'  est  un  nombre  pair,  sans  quoi 
le  résultat  de  la  dernière  substitution  serait  négatif,  et 

(z'-Hi)  II  donnant  le  signe  -|-,  la  série  ne  serait  pas 

complète.  L'aTant-dernier  terme,  savoir (z' —  i)  Jt  a 

donc  donné  le  signe  moins ,  ce  qui  conduit  à  l'inégalité 

B-A  +  ='n-  — <o. 
d'où 

Il  faudra  prendre  pour  z'  le  plus  grand  nombre  ftair  sa- 
tisfaisant à  cette  iné.galilé.  Conservant  les  suppositions 
déjà  admises,  ou  aura 

i'<A'  — ff  +  n--; 

si  A'  -+■  B'  est  impair,  A'  —  B'  le  sera  aussi  et  ou  aura 

i'  =  A'  —  B'  +  I . 
Le  nombre  total  des  racines  trouvées  est  alors  aA'  +  i. 
Dans  le  cas  où  A'  —  B'  est  pair,  on  a 

ï'  =  A'  —  B', 
et  le  nombre  des  racines  obtenues  est 
aA'- 1=1999 


b,  Google 


( ...  ) 

si  A'=  n)oo  «t  li'=  5o.  Il  reste  à  démonti-or  qu'eiilrc 
deux  lermt»  coDséculifs  de  la  série 

il  ne  tombe  qu'une  racine;  en  effet  si  h  est  pair,  le  co- 
sinus d'un  arc  compris  entre  ces  deux  termes  est  néga- 
tif, donc  il  n'y  a  dans  cet  intervalle  aucune  racine  de  la 
dérivée  égalée  à  zéro  ;  mais  si  h  est  impair,  il  tombe  entre 

An  H —  et  (A  -(-  i)  n  h —  deux  racines  de  l'équation 


Pour  qu'il  en  résultât  l'existence  de  trois  racines  entre 
les  nombres  substitués ,  il  faudrait  que  la  première  raciue 
de  f'x=  o  donnai  à  f  x  un  signe  contraire  à  celui  que 

donne  An +  -»  c'esl-à-dirc   ie   signe  plus,    et   que- la 

deuxième  racine  donnât  moins. 

Soit  x'  la  plus  petite  racine  positive  de  l'équation 

obtenue  en  galant  la  dérivée  à  zéro.  Les  deux  racines  de 
cette  même  équation  entre  An  -t-  -  et  (A  -+- 1)  ir  -H  -  sont 

(A  +  l)jt— x'     et     {A  + l)ir-H3:'; 

pour  que  la  première  mise  au  lieu  de  X  dans  l'équation 
proposée  donne  plus,  il  faut  avoir 

—  Aainx'  +  B  — (A  +  i)ir  +  *'>o, 

et  pour  que  la  deuxième  donne  moins,  il  faut  aToir 

Asinx'-hB  — (A-l-i)jr  — .t'-<o; 


_iv,Goog[c 


d'où  l'on  peut  tirer 


Mais 


(  ■■»  ) 


t>a  aurait  dont- 

tanga:'<^, 

ce  qui  est  impossible. 

Si  l'on  objectait  que  le  problème  revient  à  couper  une 
sinusoïde  par  une  droite  et  qu'il  peut  évidemment  y  avoir 

trois  inlerseclions  entre  les  abscisses  3  -et  5  -,  il  suffirait 
de  remarquer  qu'il  faut  avoir  pour  cela  l'ordoDuëe  de  la 
droite  î  l'origine  plus  grande  que  i  en  valeur  absolue, 
d'où  il  résulte  A  <|  B,  et  c'est  le  cas  contraire  que  nous 
avons  supposé.  Ou  verra  de  la  même  manière  que  si  deux 

termes  AjiH —  et  (/»  -4-  i)  it  -(-  -  donnent  dans  l'équation 

des  résultais  de  signe  moins,  ils  ne  comprennent  entre 
eui  aucune  racine  de  l'équation. 

Car  s'ils  comprenaient  deux  racines ,  il  devrait  y  avoir 
entre  eux  une  racine  de  ^ '  x  =  o  donnant  à  <fx  une  va- 
leur positive;  nous  supposerons  A  impair,  afin  qu'il  y  ait 

des  racines  de  if'x  =  o  entre  Att  +  -  et'(A  +  i)  in 

La  racine  de  f '  x  =  o  qui  peut  donner  un  résultat  positif 
est  {ft -h  *)  v -h x'  et  il  faudrait  avoir  pour  cela  l'iné- 
galité 

Asinj;'-t-  B  —  (A-l-  r)ir  — :t'>>o, 
d'où 

A  -H  I  <  A'  sin  j'  +  B' ■<  A'  -»-  B' > 

6  étant  plus  petit  que  i .  D'où 

A<A'  +  B'  —  I. 


bvGoog[c 


(1.3) 
En  sorte  que  les  nombres  substitués  à  x  apparlieii<ii'aieni 
à  la  série  de  substitutions  pour  lesquelles  on  a  trouvé  des 
résultats  de  lignes  alternativement  positifs  et  négatifs; 
re  qui  est  contre  l'hypothèse. 


SOLUTION  DES  QUESTIONS  401 ,   \H  ET  403 


P*ft    M.    A.  CHANSON    et    P.    CHALUOT    (*), 
Êlère*  «a  ^Jtxe  de  Vcnaillet  (cUssc  de  M.  TannMn). 


Question   401. 

On  projette  un  point  d'uDO  ellipse  sur  les  deux  axes,dé- 
inoDlrer  que  l'envelopjH:  de  la  droite  qui  joint  les  deux 
projections  est  la  développée  d'une  ellipse. 

Héme  question  pour  l'hyiierbole. 

Soient  j:', ,  y,  les  coordonnées  d'un  point  de  l'etlips*;, 
on  aura 

l'équation  de  la  droite  joignant  les  pieds  des  perpendicu- 
laires sera 


Appliquant  le  théorème  qui  sert  à  iroilver  les  courbes  e 
vcloppcs ,  nous  aurons 


(-5)1-^) 


;*)  KM .  Laquièrca ,  Carenou  ,  Lamacq ,  Meiid«s  ,  élèvn  du  \yefe  Saint 
ItiHt,  ont  adrtBM  d«  Mlutiona  analofiict, 

4«i.  tU  Mtikfmaiiiufi,  t.  XVII    EM*n>  ,H<i  )  8 


b,  Google 


('•4) 

on  tii'c!  de  là 

Portant  dans  les  équations  (i)  et  (a)',  la  première  donni 


'■N 

Ui^ 

OU 

(3) 

=  ■ 

La  seconde 

donne 

X  = 

Reaiptaçani  A  par  cette  valeur  dans  l'équaiioii  (3),   il 
viendra 


[Ml- 


équation  de  la  développée  d'trne  ellipse  dont  nous  allons 
chercher  les  axes. 

La  développée  d'nne  ellipse  dont  les  axes  sont  A ,  B  a 
pour  équation 

Pour  que  ces  deux  équations  soient  identiques ,  il  faut  que 


b,  Google 


(  .,5) 

Its  cœflîi-ieiits  suii'iit  respective  ment  pi-uportionneln 
A  _  A'  —  B'  _  B 

d'où  l'on  d^uit 

A  =; et       B  =  j^ -■ 

fr'  —  a'  h'  —  a' 

Quanià  l'hyperbole,  comme  l'équation  de  l'hyperbole 

a'  x' —  i'i'^—  a't' 

ne  diffère  de  relie  de  l'ellipse  qu'en  le  que  B*  est  rem- 
placé par —  i',  il  suffit,  dans  le  r^ultat  final,  de  reroplocei- 
A*  par  —  i'  et  l'on  a 

Question  403. 

On  prujeiie  orthogonelemeiit  uu  point  d'un  ellipsoïdi; 
sur  ses  trois  plans  principan^,  iroriver  l'enveloppe  du 
plan  qui  passe  par  les  trois  points. 

Même  question  pour  les  deux  hyperboloïdes. 

Soient  x\j',  z'  les  roonâonnées  d'un  point  de  l'eKip- 
soide  on  aura 


I.'équatioli  du  plan  passant  par  les  pieds  des  trois  perpini- 
iliculaire»  sera 


Appliquant  le  théorème  qui  sert  à  iioi 
vetopp«<s,  nons  obtiendrons 


b,  Google 


(  "6) 
d'où 


Portant  dam  les  équations  (i)  et  (a) ,  la  première  donne 


ou  bien 

(3) 

et  la  seconde  donne 


a:'         r'        t'    I 


RemplaçautAparsa  valeur  dans  l'équation  (3),  on  obtient 

il 

ou 

{bexf  +  (aeyf  +  (aô*)'  =4".  a'.  *\  c'  ; 
enfin 

équation  qui  a  beaucoup  d'analogie  avec  celle  de  la  déve- 
loppée de  l'ellipse. 

L'hyper boloïde  k  une  nappe  ayant  pour  équation 

«'■^ft'      ?"   ' 

il  suffit  de  remplacer  dans  l'éqtution  ci -dessus  c*  par  —  c*, 
ce  qui  donne 

_  {bcxf  -  [acrY  +  (fl6.)=  =  -  (a  «6r)' 


b,  Google 


(  -7) 
Quant  à  rh3rperboloï(le  h  deux  nappes,  son  équation 


il  su£Btf  dans  le  résultat  6nal ,  de  remplacer  a}  et  6*  par 
—  n'  et  —  b*,  ce  qui  donne 


Question  403. 

Ecrire  l'équation  d'un  faisceau  de  surfaces  qui  passent 
par  le  point  (x',  jr\  a')  et  par  l' intersection  des  deux 
surfaces 

L'équation  générale  des  surfaces  passant  par  l'inlersec- 
(ion  des  deux  surfaces  proposées  sera 

X  étant  une  indéterminée  arbitraire.  Exprimons  que  le 
point  {x'y'  z')  est  sur  la  surface 

*/(*',/,.')  +  ,(*',/,  î')  =  o, 
d'oti 


b,  Google 


(  "S) 
par  suîlr  IVqualîmi  <li-mandée  est 

/(*..r,»)_  t(x.  j-.») 


SaUlTIM  K  U  «tiKSTION  422 
P*«  H.  P.  DFXESTRÉE, 

ÉlûvedulT<!ëcSsint-Loui9(cluM  de  M.  Briol), 

HU.  LAQUIÈRES,  FÉNÉON, 

ËK-ï«  du  lycë<  Saint-Louin , 

H.   BERGIS, 

Ëlère  d«  riiiitilDtion  M«Ter. 

Et  M.  S.  DESlLGUy, 

ËlèY«  d«  Cirmes  (cluH  de  H.  Geronu.) 

Discuter  et  ronsiruire  le  lieu  représenta  par  l'équation 

ys*+  bx-hc  =  o. 

Nous  aurons  quatre  cas  à  considérer  suivant  qiu' 

i>o.  c>o, 

i<o,  c<o, 

É>o,  .■<o, 

i<o,  c>o; 

mais  il  suffira  dv  faire  la  discussion  en  détail  pour  le  piv- 
micr  cas,  parce  que  les  autres  ne  difïfcrent  du  pi-emier 
qu'en  rc  que  la  position  relative  des  branches  do  rourbe 
par  rapport  aux  axes  se  ti-ouve  chauffée. 
Résolvant  par  rnppoit  à  y. 
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(  "9) 
Pour  toutes  les  valeurs  positives  dex,  y  reste constan- 
raent  négative  ;  de  plus  pour  x  :^  o , 


poisy  décroit  ensuite  A  mesure  que  x  augmente,  et  quand 
ou  a  X  =^  eo  , 


On  obtient  ainsi  la  branche  CAB.  Si  nous  donnons  main- 
tenant à   X  des  valeurs  o^atives  i  partir  de  o,  y  est 


\ 

— — ^  l\ 

I 

\ 

•  ^ — ^ 

. 

/ 

/ 

, 

c 

d'abord  inGuiment  grand  négatif,  puis  il  décroît  en  va- 
leur absolue  jusqu'à  devwiir  nulle  quand  x  ===  —  y;  au- 
delà  ,  elle  prend  des  valeurs  positives,  croit  d'abord,  puis 
décroît  ensuite  jusqu'à  o  quand  x  est  infinie  après  avoi  r 
passé  par  une  vakur  maximum.  Noua  obtiendrons  ce 
maximum  en  cherchant  les  points  où  la  tangente  est  hori- 
zontale. Prenant  la  dérivée. 


Un  seul  point  a  donc  sa  tangente  horizontale,  et  lo  point 
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(  "«) 

a  pour  coordonnée* 


'4' 


11  esi  n  i-emarquer  que  l'abscisse  OE  est  précisément  le 
double  de  OD.  Pour  obtenir  les  points  d'inflexion  de  la 
courbe ,  j'égale  à  zéro  la  dérivée  seconde , 


De  là  on  déduit  pour  le  point  d'inflexion  les  coor- 
données 


9'- 

Pour  déterminer  plus  complètement  la  courbe ,  propo- 
sons-nous de  chercher  les  tangentes  aux  points  remar- 
quables. 

Fn  D 


l.e  coeflifîcnt  angulaire  de  la  tangente  est ;  ;  au 

d'iiitlexton ,  ce  coelhcient  a  pour  valeur  — — • 
On  peut  encore  remarquer  que  les  valeurs 

tuh.slilnéc.s  dans  l'équation   donnent    pour    y   la 
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quantité,  ce  qui  prouve  que  la  brancbe  DG  se  rapproche 
plus  vite  de  l'axe  des  y  que  la  branche  ABC. 

En  rësolvant  par  rapport  n  y^  on  voit  que  l'hyper- 
bole xy  ^ est  diamétrale  par  rapport  à  la  courbe 

donnée. 

La  discussion  pour  les  trois  autres  cas  serait  ideotique. 

(*)  L'bjperbole  diamétrale  et  la  cotu*!»  proposée  ont 

toutes  deux  pour  asymptotes  les  axes  coordonnés.  Cette 

.  .              ,  .,                                  b 
proposition  est  évidente  pour  xy  z= ;  nous  pouvons 

la  démontrer  pour  la  courbe  en  appliqiunt  la  méthode 
générale  des  asymptotes  ;  j'obtiens  ainsi  pour  le  coeffi- 
cient angulaire 

et  pour  l'ordonnée  à  l'origine 

d  =  o, 

donc  les  asymptotes  pour  la  courbe  proposée  sont  bien 
encore  les  axes. 

Note  du  Rédacteur,  i".  Les  Européens  habitent  l'hé- 
misphère boréal  et  écrivent  de  gauche  à  droite.  De  là  l'u- 
sage de  prendre  les  -H  x ,  direction  de  Taxe  OX  de  gauche 
à  droite,  et  les  —  x,  direction  de  OX' de droi te  &  gauche; 
les  -l-j',  direction  deOY  vers  le  nord,  et  les  — y,  direc- 
tion de  OY'  vers  le  sud  ;  les  -^  ^  vers  le  zénith ,  direction 
de  l'axe  OZ ,  et  les  —  a ,  direction  de  OZ'  vers  le  nadir. 
Toutefois  en  mécanique  on  prend  OZ  vers  le  nadir,  parce 
que  c'est  la  direction  de  la  pesanteur.  De  même  pour 
étudier  lesmouvenienis  des  lignes  trlgonontétrîques,  nous 
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faiions  voloniîei'E  parcourir  U  circonférence  par  un  point 

de  gauche  à  droite  :  )a  direction  opposée  choque  nos  ha- 
bitudee  europ^nn».  Les  Orientaux ,  écrivant  de  droite  k 
gauche ,  ont  d'autres  habitudes.  Léonard  de  Vinci  écri- 
vait l'italien  de  droite  à  gauche  :  caprice  d'artiste. 

On  connaît  l'importante  différence  entre  les  directions 
dextrorsam  et  sinistrorsum  dans  l'électricité  dynamique 
et  dans  les  phénomènes  de  polarisation, 
a".  Soit 


l'équation  d'une  surface  du  troitiiiae  degré;  doDuost  ày 
la  valeur  constante  a.  On  obtient 


et  prenons  celte  suite  de  valeurs  de  z , 


b'  —  abe'-ha 


Il  est  évident  que  x^+t  est  une  fonction  de  a ,  £ ,  c  dont 
la  formation  est  ime  question  très-difBcile  de  calcul  in- 
verse des  différences,  non  encore  résolue.  M.  Gerono  a  le 
premier  découvert  cette  belle  et  utile  propriété  de  ces 
fonctions  (t.  XVI,  p.  436).  Lorsque  a,  f> ,  b*  -h  iac  sont 
positifs  et  que  l'on  a 
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alors  x'  éiani  la  plus  petite  racine  de  l'équaiioii 

ax'  +  bx  —  es=0, 

la  5«riexi,  z, ,  «,,etc.,  décroît  vers  x' et  la  série  x,,  x., 
.r, ,  etc. ,  crott  vers  x'  et  «  =  x'. 
Le  plan  qui  a  pour  équation 


coupe  la  surface  suivant  une  ligne  dont  la  projection  sur 
le  plan  xz  est  la  parabole 


L'intersection  de  cette  parabole  par  la  bissectrice  x  =■  Z 
donne  les  deux  racines  de  l'équation 

Soit  x'  la  pliu  petite  racine,  les  valeurs  des  z„  seront  al- 
temaiivement  au-dessus  ci  au-dessous  du  plan  z  =  jt'. 

Pour  ta  vraie  signification  des  racines  iufinies,  il  faut 
lire  la  Note  de  M.Gerono  (t.  III,  p.  33;'iS44)-,  c'est  ce 
qu'on  a  dît  de  plus  satisfaisant,  de  plus  rationnel  et  de 
plus  romplet  sur  cette  matière. 


SM.ITI9N  II  U  (HIESTWN  4U 


Pab  h.   ëetost  MAUNVAUD, 
Ël^e  de  ri niti talion  Bonrdfin  ,  à  Llmog». 


On  suppose  que  dans  lus  deux  triangles  ABC ,  ahc  ,  les 
angles  A  et  n  sont  ^au\  ;  de  plus  les  côlés  Ittl ,  hc  oppo- 
sé;, à  ces  anglrs  sont  entre  eux  ilan>  le  r;ipporl  des  pcrî- 
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mètre»  des  triangles.  Démontrer  que  ces  triangles  sont 
semblables. 

Appelons  a,  b,  c  et  a',  &',  c'  les  côtés  des  deni 
triangles,  ap  et  ^p'  les  périmètres.  Les  conditions  de  la 
question  nous  fournissent  les  relations  suivantes  : 

La  formule  fondamentalede  la  trigonométrie  rectitigne 
donne 

Jt  +  c).-„.       {f  +  o'f- 


aie 

26 

c' 

d'où 

on  lire 

bc 

V? 

pi./'- 

_a" 

Ainsi 

[b  +  ^ 

bc 

«' 

46c 

(/■'+C' 

^  =  *v 

~^' 

=  pv 

lien 

ésulie 

(a) 

^ 

*-0' 

_"' 

6 

—  c   « 

{*'— c')-       a'-  *'  —  <:'" 

En  comparant  les  relations  (i)  et  (a),  on  obtient 

t  ~ -t±±  —  ÈJZl. 
d'où 


c.    Q.    F,    D. 

MM.  Emile  Daruty  (de  l'île  Maurice),  Laquières  et 
Fénéon  (élèves  du  lycée  Saint-Louis)  ont  donné  des  solu- 
tions tri  go  n  orné  triques  semblables;  mais  MM.  Laquières 
et  Fénéon  ont  aussi  donné  une  démonstration  géomé- 
triqur  fondée  sur  la  considéiation  des  cercles  ex-insrrits. 
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«UESTIOII  D'EXAiEN  (fiCOLK  POLYTECHHIQCE). 


On  donne  les  deux  axes  ÂA',  BB'  d'une  eliipse  ;  con- 
struire deux  diamètres  conjugués  gui  ferment  un  aagle 
donné  a. 

Sur  le  grand  axe  A'  A  je  décris  ua  segment  A'  EA  ca- 
pable de  l'angle  a  supposé  obtus  et  moindre  tjue  l'angle 


*/-j.---- 


A'BA.  De  l'une  des  extrémités  B  du  petit  axe  BB',  je 
mène  la  droite  BD  qui  fasse  avec  A' A  an  angle  BDA  rgal 
à  a ,  et  du  point  D  la  droite  DH  faisant  avec  DA  un  angle 
HDA  égal  à  A'  BA .  Puis  je  conduis  par  le  point  H  une  pa- 
rallèle M'HM  eu  grand  axe  A'A;  les  extrémités  M'  etM 
de  la  corde  M' M  seront  des  pointa  d'intersecUon  de  l'arc 
A'EA  et  de  l'ellipse  qui  serait  construite  sur  les  axes 
donnes  A'A.B'B. 

Ea  menant  par  le  centre  C  de  l'ellipse  tics  diamètres 
parallèles  aux  cordes  supplémentaires  A' M,  AM,  ils  sa- 
lisferoni  aux  conditions  du  problème  proposé.  11  est  cl  air 
que  le  point  M  '  donne  lieu  à  une  seconde  solution. 

G.       ■ 
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SdLliTiON  U  U  QUESTION  AU  (HBRHITE) 
PiK   H.    L.    RASSICOD, 

Élève  du  lycée  Siint-Lonla. 

Pour  cfue  l'équation 

oà  a  ,  6,  ri  sont  des  nombres  entiers  positifs,  admette  des 
solutions  entières  et  positives,  il  faut  : 

1°.  Que  a  et  é  soient  premiers  entre  eux  (•)  ; 

a°.  Que  n  soit  pins  grand  que  a  et  h.  Car  pour  que  les 
valeurs  de  j:  et  de  j' 

tirées  de  l'équation  (■)  soient  positives,  il  faut  quejr  soit 
<^-rel  X <^--,  mais  x  ei  y  devant  être  euiiers  ne  sau- 
raient être  plus  petits  qu'une  rraction  ;  donc  il  faut  que  n 
soit  >a  et  j>  i. 

Si  ces  coodiiiont  sont  réalisées,  l'équation  doniree  «d~ 
metti^  toujours  un  système  de  valeurs  (^  =:  A ,  ^  =:  D) 
entières  et  positives  qui  la  vérifieront.  Toutes  les  solu- 
tions seront  d'ailleurs  comprises  dans  ces  formules 

X  =  a  —  hq_     j-  =  B  -*-  (7?  { **  ). 

Pour  que  ces  valeurs  soient  positives  ,  il  faut  que  l'on  ait 

-B    ,       ,A 


{■)  Bu»AiD,  Analff  mdflertnlme  do prrmier  drgié. 
(")  BriiTRtMi,  ÀHalyu  indéu-nnigir  dv  premiei  drgr 
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c'est-à  dire,  en  v«rtu  de  l'identité  oA  -H  ^B  =  », 

Si  dooc  OD  désigne  par  p  le  Dorabre  des  entiers  coule- 
nus  dans  — T>  le«/>+  1  valeurs 


que  l'on  donnera  à  ^  satisferont  à  l'in^alité  (a) ,  et ,  par 
conséquenl,  donneront  pour  l'équation  (i)  /r  + 1  solu- 
tions [dont  fera  partie  la  solution  (A  ,  B)  donnée  pour 
f  =  o]  évidemment  distinctes  et  de  plus  entières  et  posi- 
tives. Toute  autre  valeur  attribuée  à  9  ne  satifaisant  pas 
A  l'in^alité^(a)  ne  pourra  donner  pour  l'équation  pro- 
posée un  système  de  solutions  entières  et  positives. 
Le  nombre  de  ces  solutions  est  donc  en  général  marqué 

par  le  plus  grand  nombre  d'entiers  ronlenu  dans  -j  plus 

un.  Je  dis  en  général ,  car  si  a  était  <[  a  et  <^  â  ,  il  n'y 
aurait  pas  de  solution  entière  et  positive ,  c'est-à-dire  que 
le  nombre  de  ces  solutions  serait  précisément  ^al  à  p 
qui  serait  alors  nul. 

IVote  du  Rédacteur.  Ce  résultat  est  aussi  consigné 
dans  Vj4lgèbre  de  MM.  Mayer  et  Choquet  ^  dans  le  Quar- 
terfy  Journal  [mars,  i855,  p.  Syo) ,  .M.  Hermi te  donne 
cette  nouvelle  démonstration  : 

Désignons  par  ï^  (  -  )  le  plus  grand  nombre  entier  con- 
tenu dans  -■ 
P 
On  doit  évidemment  avoir 


'=^(:)- 


^=Mï  -/^ 
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uù  x'  elj'  sont  des  uniicrs  positifs;  substituant  c«s  va- 
leurs ,  on  obtient 

oj"  +  V  =  "  —  «  —  P  —  "'t 


K.=)- 


«<fl      et      p<6 
et 

„^p<«.     «'<o,      «■<«,    '«'>«,      »'>fc. 

Ces  iaégaliléa  doivent  subsister  pour  qu'une  solution 
soit  possible.  Faisant  donc 

;  -(!)-— (I)--. 

on  obtient 

ax"  +  by  =  n'  —  a'  —  p'  =  n", 
OÙ 

-"— (-^- 

6'  =  n'  —  6  E  ( 


Kr)^ 


et  les  în^alités  analogues  à  celles  de  cî-dossus. 

Répétant  les  ni&iaes  opérations,  ou  a,  pour  l'éqnatton 
.de  quantième  i', 
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Les  n  dînùniuni ,  le  nombre  des  transformations  est  li- 
mité et  elles  s' arrêtent  lorsqu'on  a 

ii'r=n'*'     ou     a'-f-p':=o; 
ce  qui  donne 

Mais  a  et  i  étant  premiers  entre  eux,  on  a  donc 

a'  =:  »ak , 

w  est  nn  nombre  entier  ;  ainsi  on  obtient  une  transformée 

ax'-i-hy'  =  u>ab, 

le  nombre  des  soluiions  de  cette  dernière  équation  est 

Faisons 

n  =  nah-i-v     on      ^<fl6;    - 

faisant  les  transformations  sous  celte  forme,  on  voit  que 
te  nombre  des  solutions  de  l'équaliou 

est  égal  à  la  somme  des  nombres  de  solutions  des  équi- 

a;t-hf>r  =  itab     et     «x  +  *^  =  p. 

'  Si  cette  dernière  équation  est  impossible,  alors  le  nombre 
des  solutions  est  n;  si  elle  est  possible,  le  nombre  des 
solutious  est  «  -J- 1 . 

En  faisant  les  substitutions  successives,  on  parvient 

4n<,.JtMtlhMml.,t.\VI\.{KXTi)  iSfiR.)  9 
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aux  séries 

—  (=)-(=^)-(ï)  — (-.-(=?) 

ï  +  n  =  1t. 

M.  SyWester  a  trouvé  le  Dombre  dea  solutions  positives 
entières  de  l'équatioa  générale  ax-^fy  +  cz...  =:n; 
ce  travail,  à  ce  que  je  sache,  n'est  pas  encore  publié. 


BISGOSSHHI   lES  UGHIS   BT  SURFACES  M]  SRG«IID  «UH 

(TOlr  1  IV,  p.  «M  <l  Ht  i  I.  XVI,  p.  Ml  •(  MIJ  ; 

Prt  M.  PAIIÏVIN, 
PratBH«ur,  Docteur  it  ScitDcM  mttliénwtlques. 


LIGKES  DU    SECOnn   OHDKE. 

La  discussion  des  courbes  du  second  ordre ,  c'estrA-dire 
la  connaissance  du  genre  et  de  l'espèce  de  la  courbe  re- 
présentée par  une  équation  du  second  d^ré,  se  déduit 
très-facilement  de  la  considération  des  signes  de  Vinvo' 
riant  et  du  déterminant. 

Soit ,  eti  adoptant  ta  noUtion  ordinaire , 

(i)         A*'  +  2Bjj  +  C7'  +  2D«-|-  aE^  +  Fïso 

l'équation  générale  des  courbes  du  second  degré;  on 
pourra  toajoars  supposer  A  ^  o. 
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Je  rentU  botnogène  l'ëquation  (i) ,  ce  qu.i  donne 

oi!  '(-■•'••■1 

et  j'égale  A  zéro  les  dérivées  du  premier  membre  de  Vé- 
qaation  par  rapport  aux  trois  variables  x,  J^,^\  on  ob- 
tient ainsi 

A*  +  Bj'-»-D«  =  o, 

B«4-Cj-  +  Es  =  o, 
Dx  +  Ejr  +  Vs  —  o. 

Le  déterminant  des  coefficients  du  système  de  ces  trois 
équations  est  ce  qu'on  appelle  te  discriminant  de  la  fonc-^ 
lion  f  -y  le  ràlc  que  joue  cette  quantité  dans  la  question 
actuelle  justifie  pleinement  cette  dénomination. 

On  aura  donc,  en  désignant  par  A  le  discriminant, 

A    Bj  P 


Je  considère  en  outre  le  déterminant  du  second  9ri)re 

I  A    B  I 
(Inrariant.)  *-|  B     C  M*' 

qui  peut  s'écrire  immédiatement  d'après  l'inspection  du 
^icriminant,  et  qai  n'est  autre  cbose  qac  le  dénomina- 
tear  commun  des  coordonnées  du  centre  :  on  lui  donne  le 
nom  d'invariant. 

Or,  par  une  analyse  très-simple  que  je  supprime  ici , 
on  arrive  aux  conséquences  suivanies  : 

(*)  4-9  &f;  l'aceant  dMlgna  une  dérlT^  par  rapport  \  la  Isttra  F. 
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l"  CAS,  —  Invariant  potitif  ;  genre  ellipse. 

I  négatif. .  . .      Ellipse  réelle, 
nul Point, 
positif  .  ..      Ellipse  imaginaire. 

II*  rjts.  —  Ineariam  négatif;  genre  hyperbole. 

IdifFérent  de  zéro.     Hyperbole, 
mu Deux  droites  qui  te  coupent. 

III*  cjt.%.  —  Invariant  nul;  genre  parabole. 

I  difTér.  dezéro.     Parabole. 
Discriminant  ?  (  réelles,         iid<;o, 

(nul    DeuKdr.  parall.  J  se  confond*,  si '/=o, 

(imaginaires,  si  rf^o. 

d  représenic  un  troisième  déterminant  auxiliaire 


qui  se  déduit  immédiatement  du  discriminaiit  en  prenant 
les  quatre  lettres  aux  sommets  du  carré. 


n. 

DU    SECOND    ORDRE. 

Je  fais  reposer  sur  des  considérations  analogues  la  dis- 
cussion des  surfaces  du  second  degré. 
Suit 

A  x*  +  A' J-'  +  A"  e'  +  2  Qys  +  a  B'  **  -(-  2  B"  xj- 
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I  équatiou  géuérale  dvs  surfaces  liu  seçoad  ordre,  qui , 
rendue  homogène,  devient 

f  (*,  y,  «)  =  A3;'+ A'j-'-t^  A"«'  +  Dr-haBjï  +  îB'm; 

En  galant  à  zéro  les  dérivées  partielles  du  premier 
membre  de  cette  dernière  équation  par  rapport  aux  va- 
riables X,  y,  £,  t,  on  obtiendra  les  quatre  équations 

hx  +B"j  +  B'ï-(-Cr  =o, 
B"t+A'j-  +  Bï  -f-C'r  =  o, 
B'x  +  B/  +  A"î-»-C"(=:o, 
C,r  -f-CV  +  CîH-Df  =o. 

A  est  toujours  supposé  positif. 

Le  déterminant  de  ce  système  est  le  discriminant  de 
la  fonction  f . 

On  aura  donc ,  en  désignant  par  £i  ce  discriminant, 


A      B-  !  B'     C 

B^    A'  I  B       C 

C       C      C"     D 


Je  coDsidérerai  en  outre  les  deux  délermiuauts  du  troi- 
sième ordre  : 


[i"  invar.)      J  := 


A  B"  C 
B"  A'  C 
CCD 


et  les  deux  déterminanu  du  second  ordre  : 

^       I  A     B"  I        ,       I  A     C  , 
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Ces  <]uatre  déterminanls  peureot  s'écrire  à  la  seule  in- 
specùon  du  discriminant,  comme  il  est  indicé  par  les 
lignes  ponctuées.  Je  donnerai  aux  déteiininanis  J  et  ^  les 
noms  de^rerTueretJecOrtt/invariaut;  le  premier  invariant 
est  te  dénominateur  commun  des  coordonnées  du  centre. 

Ceci  posé,  la  discussion  générale  des  surfaces  du  se- 
cond ordre  pourra  se  rësnmer  de  la  manière  suivante. 

J'ai  supprimé  toute  démonstration,  pensant  que  les 
méthodes  de  discussion  connues  étaient  bien  suflEsantes 
pour  éublir  facilement  les  propositions  énoncées  dans 
cette  note  ;  j'ajouterai  cependant  que  la  décomposition  en 
carrés  est  la  méthode  qui  m'a  semblé  conduire  le  plus  ra- 
pidement à  ces  résiiltats ,  si  on  la  didge  convenablement 
en  faisant  intervenir  quelques  propriétés  simples  des  dé- 
terminants. 

X".  -   VBXHXKK  nrVAHlAlIT  d 


1"  CAS.  —  Les  deux  inpan'ams  S  et  d  tous  deux  potitift  ; 
genre  ellipsoïde, 

I  négadr. . .     Ellipsoïde  réel.- 

DîtcriminaDt  |  nul Point. 

(  posidf .  . .     Ellipsoïde  imaginaire. 

U*  eu.  —  Le  premier  imiariant  9  étant  différent  de  zéro  et  n'é- 
tant  pas  positif  en  même  temps  que  U  second  invariant  d; 
genre  hxperboloïde. 

i  positif. . .     Hyperboloïde  à  une  nappe, 
négatif. . .     Hyperboloïde  à  deux  nappes. 
nul CAne. 

d  peut  être  quelconque ,  positif,  nôgatif  ou  nul. 
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>•  FAMX^LB.  —  Stirfkau  <!*»«<■■  de  oantrw  oa  pow4dMtt 

V  C4S.  —  Le  premier  iiwariant  3  nul  et  le  discriminant  1 
diffifrent  de  féro;  gean parabolofde. 

Sbcosb  iHTAKiÀKT  d  différent  de  wiro  : 


„.     .    .  I  negabf . . .     Paraboloide  elhptiqiie. 

Ducnnunant  î     ^. .,  „     l  ,  , .   ■        ?  ,. 

t  poaibf .  . .     Parabol<dde  hyperbcliqoe. 

ScCOIf  D  IKTAKUITT  d  RlU  ! 

Diacrimiiunt  positif  ou  négatir.  .     Cylindre  parabolique. 

D'eu.  —  Le  premierinMtriant  8  et  le  diaerimtnant  \  étant  nul*  ; 
genre  ejrUndriqiu. 

SlfiOiro  IKTAKURT  d  différent  de  téro. 

d^o,     3']>o ...     Cylindre  elliptique  imaginaire. 
i/>o,      i'<;o...     Cylindre  dliptique. 
d<,a,     ^\q....     Cylindre  hyperbolique. 

d"^  <*  I  I  H I  lieux  plans  imaginaires  qui  se  coupent. 

d<^o,  j  '    '  (  Deux  plans  qui  se  coupent. 

SscoHs  ii(T*ai*RT  d  nul. 

(f  ^o Dens  plans  par«UAIa  imagioairei. 

d'=:o. .  .•     Deux  plans  qui  se  confondent. 
W<^o....     Deux  plans  parallèles. 

Dégageant  cette  discossion  des  cas  parUcuUers,  on 
pourra  résumer  ainsi  les  signes  caractéristiques  des  diffé- 
renu  genres  de  surfaces. 

Genre  ellipsoïde.  Les  deux  invariants  d  et  d  sont  tous 
ieax  positifs  ;  d  ne  doit  pas  éti'e  nul. 
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Genre  kyperboloïde.  Le  premier  invariant  i  est  diffé- 
rent de  zéro  et  n'est  pas  positif  en  mime  temps  que  le 
second  invariant  d,  qui  d'ailleurs  peut  être  quelconque. 

Genre  paraboîoïde.  Le  premier  invariant  3  est  nul  et 
le  discriminant  A  est  dvfTércnt  de  séro. 

Genre  cylindrique.  Le  premier  invariant  et  le  discri- 
minant sont  tous  deux  nuls. 

Note  du  Rédacteur.  C'est  sans  doute  pour  ne  pas  trop 
s'éloigner  des  usages  ordinaires  que  le  savanl  auteur  n'a 
pas  employé  la  notation  si  expressive ,  si  mnémonique 
des  coefficients  et  des  variables  à  intlices  : 


^•1a„x,j:,-^7.a„x,x„  +  ^a„x,j:,  =  O  ligne, 

a,ix\  +  a„T\  +  Uijt;  +  o„x;  +  2a,,x,x, -f-  2a„j,j-j 

-I-  2«u  J!,  j-j  +  2o„  x,x,  -V-  aa„j:,.ir.  -f-  art,,*;  =  o  surface- 


KXTItACTI«N  tIREGBB  D'UNE  lUCINC  CnBltCE; 

Pab  m.  AHbBLO  GENOCCBl, 


J'ai  eu  tout  i-écemmcnt  l'occasion  de  m' occuper  de 
l'extraction  abrégée  des  racines  cubiques  dans  un  cours 
d'algèbre  et  de  géométrie  que  je  sois  chargé  de  faire  à 
l'université  de  Turin.  M.  Serret ,  dans  son  Traité  d" A' 
ritkmétique  (publié  en  t85a)  exige  qu'on  ait  déjà  trouvé 
n  +  a  chiffres  de  la  racine  pour  en  déterminer  n  par  une 
simple  division.  On  trouve  la  mime  proposition  dans  une 
uaductiou  italienne  de  V Arithmétique  Ae  M.  Bertrand, 
imprimée  à  Florence  en  i856  aiec  des  additions  et  de» 
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notes  du  Uaducieur.  M.  Amiot,  dans  uu  iniéi-essant  ar- 
ticle {Nouvelles  jinnales,  i85i,  p.  a54  et  257)  semble 
même  exiger  qu'on  connaisse  au  moins  n-^-i  cliiffrcs.  Je 
me  suis  rangé  à  l'opinion  de  MM.  Midy  et  Finck,  qui  se 
contentent  de  /j  -f- 1  chiffres  seulement  (  Nouvelles  An- 
nales, i844)  ?•  3^9)  1846,  p.  a5i);  mais  j'ai  précisé 
avec  plus  de  soin  le  cas  où  le  quotient  de  la  division  n'est 
plus  la  valeur  approchée  a  moins  d'une  unité  de  la  partie 
restante  de  la  racine. 

Je  rapporte  mon  calcul  qui  est  assez  simple. 

Soient  N  le  nombre  dont  on  chei^he  la  racine  cubique  ; 
a  le  nombre  formé  par  les  n  +  i  chiffres  déjà  trouvés  à  la 
racine,  suivis  de  n  zéros;  q  le  quotient  et  r  le  reste  de  la 
division  de  N  —  a*  par  3o'. 

En  posant 

V  N  =  A  +  j, 


^35='-' 


è-(?-é) 


Comme  r  <^  3o',  on  voit  que  la  différeuce  entre  x  et  <f 
sera  toujours  <;  t  tant  qu'on  aura 


etque  «i  celte  in^Alitén'apaa  lieu,  JC  sera  <Cf.D'atUeuri 
on  a  X  <[  to'  puïtqoe  la  partie  entière  de  x  ne  doit  con- 
tenir que  n  chiffres.  Or  si  x  n'excède  pas  10" >  ou 
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peut  affirmer  que  l'on  aura 

car  3  X  n'excMera  pas 

3.,o>— -<3.io"-i, 
et ,  à  caoBe  de 

ai  10",    »<io% 
on  aura 


Mais   si   q   ne  surpasse  pas   lo"  lorsque  x  excédera 

lo" ,  la  difTéreuce  ç  —  x  sera  toujours  <;  i .  11  faut 

doue  qu'on  ait 

9>io«. 

Or  le  reste     ""  ■■  nepcut  surpasser  3  (•—)  +3(-^|> 

et,  par  conséquent,  la  fraction         ^     ne  peut  pak  sur- 

„  .    '<>■     ..■•11- 
passer  io"-\ ^  dou  il  s  ensuit  que  q  sera  toujours 

<C  10'  +  I ,  excepté  dans  le  cas  des  =  10*'.  Dans,  ce  cas 

q=  (0*-|-l,      r=0, 
H  =  IO-.[(lO«4-l)*-l]. 

Voici  lecBsuniijrueoù^élaiit  =  io"-f-i,x]>  10"— '-i 
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on  aura 

»-«>■. 

et,  par8aite,a  +  9  ne  sera  plus  une  valeur  approchée  de 
i/a  à  moins  d'une  unité.  Mais ,  dans  ce  cas ,  x  ëtant  com- 
pris entre  lo" et  lO",  a-i-q  —  i  sera  la  racine  ap- 
prochée à  moùis  d'une  demi-unité  pRrexcèt,  et  a-\- g- — a 
la  racine  approchée  à  moiiu  d'une  unité  par  défaut.  Ainsi 
la  racine  approchée  se  déduit  toujours  du  quotient  Çj 
elle  résulte  donc  toujours  d'une  simple  divisloo. 

An  reste  le  cas  singulier  de  ^  —  x  >>  i  est  assez  recon- 
naissahle  soit  par  la  forme  de  N ,  soit  parce  qu'alors  f 
surpasse  le  plus. petit  nombre  entier  de  n  + 1  chiffres, 
Undîs  qu'on  n'a  besoin  que  de  n  chiffres. 

Je  crois  donc  qu'on  peut  prononcer  sans  exception  que 
n  +  t  chiffres  de  la  racine  suffisent  pour  déterminer  les 
suirants  par  une  simple  division. 

Note  du  Rédacteur.  M.  Hotisel  m'écrit  que  la  mé- 
diode  abr^iée  donnée  k  la  page  7  est  déjà  exposée  dans 
les  Calculs  pratique!  qu'il  a  publiés  avec  M.  Babinet,  et 
il  ne  met  pas  eu  doute  que  M.  Forestier  n'y  soit  parvenu 
de  son  cAté. 


(conniiiiOPaH  *Ak  H.  Vahmo».  ) 

4t9.  Si  par  te  centre  d'un  polygone  sphériqne  régulier 
*B  fait  passer  Une  oïrconféKnce  de  grand  cercle  et  qu'on 
projette  sur  cette  circonférence  tous  les  arcs  menés  du 
rentre  aux  diver»  sommets,  la  somme  des  tangeniea  car- 
rét-s  des  projections  est  consUntp,  quelle  que  soit  la  direc- 
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lion  (lu  grand  cercle.  Elle  est  égale  à  la  tangente  carrée 
de  la  distance  polaire  du  cercle  multipliée  par  la  moitié 
du  nombre  des  côtés  du  polygone. 

430.  Si  au  lieu  des  carrés  on  prend  une  puissance  quel- 
conque de  degré  pair  et  inférieur  au  nombre  des  côtés 
du  polygone,  on  trouve  pour  somme 

^    _{p  +  »]{p-t-2]...  2/j    HtangV 

'''''  1.2.3...  p  3'P         ' 

!V  étant  le  nombre  des  côtés.  Les  tbéorèuies  analogue?  uut 
lieu  pour  un  polygone  régulier  dans  un  plan. 


FORMULES  rONBAMENTALIS  DB  L'iNlLYSB  SPHERIOlili 

P*R  M.  VANNSON. 

Nous  avons  démontré  que  l'équalion  d'une  cïrcoufé' 
reuco  de  grand  ciïrcle  sur  la  sphère  est 

i  +  f  =  .      ou     x  =  ka:+b 

cl  que  celle  d'un  petit  cercle  ayant  son  pôle  à  l'origine 
est 

x'  +  x'  -h  axr  cos  9  =  R', 

les  lettres  X ,  ^,  a,  etc.,  représentant  des  tangentes.  Ces 
équation*  étant  les  mêmes  que  celles  de  la  ligne  droite  et 
ds  cercle  sur  le  plsn ,  il  en  résnltequ'on  a  immédiatement 
la  solution  de  tout  problème  iaai  lequel  n'entre  qu'un 
seul  petit  cercle  et  un  nombre  quelconque  de  grands  cer- 
cles. Si  le  problème  analogue  a  élé  résolu  sur  le.  plan 
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par  l'analyse,  il  suffit  d«  prendre  le  résullat  du  calcul  et 
de  l'appliquer  à  la  sphère  en  considérant  certaines  let- 
tres comme  des  tangentes  d'arcs  ;  les  applications  qu'on 
peni  faire  de  cette  mélliode  sont  en  très-grand  nombre, 
nous  nous  bornerons  h  quelques  exemples. 

1°.  Trouver  l'intersection  d'un  petit  cercle  et  d'un 
grand  cercle. 

Il  serait  inutile  de  faire  ici  le  calcul;  on  trouve,  pour 
conditioa  de  possibilité, 


R'>- 


I  -»- A'  4-  2Acos9 
Le  grand  cercle  ayant  pour  équation 

pour  que  les  deux  courbes  soient  tangenles,  il  faut  (] 


alors  le  rayon  égale  la  distance  du  pôle  du  pe- 
tit cercle  h  l'arc  tangent,  il  en  résulte  que  celte  formule 
fait  coiinaitre  par  sa  laiigenic  la  dislance  de  l'origine  à 
une  ctrcooférence  <Ie  grand  cercle;  si  les  axes  sont  rec- 
tangles, la  condition  de  contact  aéra 


en   sorte   que  l'équatîon  d'une  circonférence  de   grani 
cercle  tangente  à  un  petit  peut  s'écrire  ainsi 


=  Ajr±Rv'i  +  A'. 


Cette  formule  résout  le  problème  de  mener  une  Un- 
gentc  à  lin  cercle  de  manière  que  les  tangentes  des  s^- 
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nwnts  interceplés  sur  les  càtéa  d'un  angle  droU  ayani 
son  sommet  au  pôle  soient  dans  un  rapport  donné  ( —  A  ) . 
Il  y  a  deux  solutions  :  û  l'on  cherche  la  rencontre  des 
deux  circonférences, 

/  =  A«±R  V'+ A'* 
On  voit  qu'il  ne  peut  y  avoir  pour  x  et  /  de  valeurs  finies 
communes  aui  deux  équations;  il  faut  donc  que  x  =  oo  , 
c'est-à-dire  que  la  rencoutre  a  lieu  ii  90  degrés  dupAle. 
Pour  achever  de  trouver  le  point  de  rencontre,  il  faut 
avoir  sa  latitude. 

Soit  Y  la  tangente  de  cette  latitude,  on  aura 


Les  équations  des  deux  aiTs  tangents  peuvent  donc  s'é- 
crire ainsi 

Y  =  Asin:c-|-R^i4- A'cosx, 

Y  =  Aunx  —  B  ^'i  +  A*cosx, 
d'où 

cM*=o,   .c  =  -,   r=A. 

a 

En   elïei,  ta  dislance  CO  étant  un  qiiadrant,  l'angle 
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OOA  =  ">  la  latitude  Ct  =  l'angle COt  —  '  —  a6l,  et 
ou  a  évidemment 

tang  LO  tanga 

Si  l'on  appelle  x'  et  y'  les  laDgcnles  des  coordonnées  du 
point  de  conuct,  on  trouvera,  an  moyen  des  résultats 
[Nrécédente,  qne  la  tangente  peat  encore  se  représenter 
par  l'équation 

r/  -+-  xi'  =  R'. 

Od  pourra  se  proposer  de  mener  une  tangente  au  cercle 
par  on  point  extérieur,  trouver  l'équation  de  la  corde  de 
contact  ou  plu»  généralement  la  polaire  d'un  point  a^y", 
ce  sera 

J'y"  ■+■  «"  =  /*. 

De  là  on  conclura  aisément  les  propriétés  des  polaires , 
les  mêmes  que  sur  un  plan. 

PiOBLfeMB.  Connaissant  les  coordonnées  géographi- 
ques de  deux  points,  trouver  leur  distance  A. 

Soient  xjr,  sif  y'  les  longitudes  et  latitudes  des  deux 
points  donnés  ;  A  sera  le  troisième  cdté  d'un  triangle  dans 
lequel  on  connaît  deux  càtés  et  l'angle  compris,  ce  qui 
donne 

cos4^sin/stn/'-t-cosj'co»j''«)8(x  — *"). 

Si  l'on  introduit  les  tangentes  et  qa'on  développe 
cos  (x  —  x'),  on  a 

Ungj*  Ungj''  +  cOTjrcosV  +  sinJfsin*' 

^1  +  tong»/  ^1+  langV 

si  l'on  remplace  la  latitude  y  par  l'ordonnée  géométrique, 
il  faudra  à  lang'  y  substituer  Y'  cos*  x  (Y  étant  la  tangente 
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de  l'ordonnée  géométi-iqne)  ou  -r-^i  (^  ^éuni  la  tan- 
gente de  l'abscisse  ou  longitude).  On  trouve  ainsi 

ïï'  +  XX'+t 


v^ 

+  X 

+  T 

/T 

+  x 

Tr 

delà 

on  tire 

no' A  — 

ï- 

-Y 

)■  + 

(X- 

X') 

+ 

TX'- 

rx)' 

{,  H-XX'  +  TT,} 

Si  dans  cette  expression  on  regarde  A  comme  constant  et 
X,  Y  comme  vanables,  on  aura  l'équation  d'une  circonfé- 
rence de  cercle  en  fonction  des  coordonnées  de  son  pdle 
et  de  sa  distance  polaire  A. 

Si  A  =  90  degrés ,  Véqnation  devient 

YÏ'  +  XX'  +  i  =  0; 

c'est  l'équation  d'une  ri iconférence  de  grand  cercle  (déjà 
trouvée  plus  haut). 

Quand  deux  points  sont  distants  de  90  degiés ,  le  co- 
sinus de  leur  distance  est  nul ,  et  on  a  entre  leurs  coor- 
données \a  retalion 

yy  +  x"j::'  + 1  =  o. 

Quand  deux  circonférences  de  grands  cercles  se  cou- 
pent à  angle  droit ,  leurs  pôles  sont  distants  l'un  de  l'autre 
de  90  degrés  ,  la  relation  précédente  a  donc  lieu  entre  les 
coordonnées  de  leurs  p61es.  Si  les  circonférences  sont  re- 
présentées par  les  équations 

A*4-B^  =  C,     A'.r +  B'j'  =  C', 
la  relation  précédente  devient 

AA'  +  BB'  +  CC'  =  o. 
Enfin  si  les  circoiiférences  sont  représentées  par  les  deux 
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équations 

la  relation  exprimant  qu'elles  se  coupent  à  angle  droit  sera* 


Si  donc  on  demandait  l'équation  d'uue  circonférence 
passant  par  un  point  (x'yjr')  et  perpendiculaire  à  une 
antre  représentée  par 


on  aura  pour  calculer  a'  et  6'  la  relation 
I  I 

,— ,  +  ggï  +  I  =  o. 

el ,  de  plus , 


Ce  qui  donne  pour  équation  de  la  circonférence  perpen-* 
diculaire  à  nne  autre 

Si  les  coordonnées  du  pAle  de  la  circonférence  donnée 
sont  x"  et  j"^  comme  il  suffit  de  joindre  le  point  donné  à 
ce  p6le ,  l'équation  du  cercle  perpendiculaire  sera 


Pour  calculer  la  disUnce  d'un  point  à  nne  circonfé- 
mice  de  grand  cercle,  il  suffit  de  prendre  le  complément 
de  la  distance  entre  son  pfile  et  le  point  donné.  Si  donc 

Jm.AlfadUwit..  t.  XVII    (Airir  iSSâ)  lO 
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la  circonférence  csi  représentée  par 

el  qu'on  appelle  ^  la  dislance  cherchée,  on  aura 
. my"  -hnx'  A-  p 


L'angle  de  deux  circonférences  de  grands  cercles  peut 
se  mesurer  par  la  distance  de  leurs  pâles.  S)  donc  les 
deux  circoniérencei  ont  poUr  équ: 


Ax  +  Bj-  4-  C  =  o, 
K'-v  +  Hy-i-C  =  o, 

et  que  V  représente  Ifeur  angle,  on  ««ra 

aa'  +  bb;  +  cc' 


^+  B' + c»  \/À;  +  b; + ^ 

Théorème  d^s  sécantes. 

L'équation  d'une  circonférence  peut  se  mettre  sous  une 
aHlrc  ferme  plus  oomuiDidc  «iaus  oertaitu  «as. 

En  effet,  on  peut  déterminer  la  position  d'un  {toiht  A 
par  sa  distance  ^  à  un  point  fixe  P  et  par  l'angle  cd  que 


fait  PA  avec  un  ftxfi  PC  cpitt  nous  sii^tposbrons  mené  par 
le  pôle  C  du  cercle.  Nous  aurons  dans  le  triangle  APC , 
en  JJbsant  PC  =  A  et  AC  ±i  r, 

l'o&riscospcosa  +-  sinpsinacosu. 
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Si  nous  regardons  p  comme  inconnue,  nous  résoudrons 
aisénifriit  l'équatÎMi  en  posant 


I  (lésignant  ung  -  ;  noire  Àjuaiîon  devient  ainsi 
'})   (cosr-f- cosa)/' —  a/sin««Bw  +  c6(r-'-co9!t  =  o 
I«  produit  des  racines  est  ^al  à 


:=»«b(4^)»"6(V')' 


Ainsi  quaad  d'un  point  P  on  mène  uu«  sécaate  à  un 
<:erGlet  l«  prodidt  d«>  tangentes  des  demi-arcï  compris 
entre  le  point  P  et  U  circonférence  est  constant,  il  est 
«gai  «LU  orré  da  1«  tangente  At  la  moitié  de  l'arc  taUgenliel 
mené  du  point  P,  si  c«  point  est  extérieur  au  cercle,  «t, 
dans  le  cas  contraire,  il  est  égal  k  la  tangente  carrée  du 
quart  de  la  corde  mîninla  passant  par  ce  point. 

Si  par  le  point  P  on  mène  un  grand  cercle  perpendi- 
culaire k  PA ,  pour  avoir  son  intersection  avec  le  cercle  C, 
il  suffira  dans  l'équation  (i)  de  remplacer  cosu  par 
—  sinu^  si  l'on  cherche  ensuite  la  somme  des  carrés 
des  quatre  racines  dans  les  deux  équations,  on  trouve 


[cOSr-t-COSw}' 


«piantité  indépendante  de  cd.  Ce  qui  démontre  un  théo- 
rème connu  sur  deux  sécantes  rectangulaires.  On  peut 
vérifier  la  Formule  en  faisant 


Ce  n'est  U  toutefois  qu'un  cas  pitrticnller  d'tm  théorème 
plus  général  auquel  on  parvient  en  augmentant  s 
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.     aff    4ir    6ir  .  ,.    a(n  — i)k 

remeiu  o)  de  — i  —  »  —  jusqu a  ■--  't  et,  en  pre- 
nant la  demi-somme  des  carrés  des  racines  dans  toules  les 
équations  obirnues,  on  trouve 

/•=     "»°'-    . 

J         (TOsr-t-eosa)' 
Ce  résultat,  iiidépendantdeu,  démontre  le  théorème  sui- 

Si  l'on  divise  la  surface  d'une  splière  en  n  fuseaux 
égaux,  nous  supposons  n  pair,  par  autant  de  grands 
cercles  menés  d' un  niéme  point  V,  si  ensuite  on  les  coupe 
par  un  cercle  grand  ou  petit  de  rayon  constant  et  ayant 
son  pôle  à  une  distance  fixe  du  point  P,  la  somme  des 
carrés  des  tangentes  des  demi-àrcs  interceptés  entre  le 
point  P  et  chaque  point  d'intersection  sera  constante, 
quelle  que  soit  la  position  du  cercle  sécan  f . 

Le  théorème  analogue  sur  un  plan  s'énoncerait  ainsi  : 

Si  l'on  construit  un  polygone  régulier  d'un  nombre 
pair  de  côtés,  qu'on  joigne  soit  centre  P  à  tous  les  som- 
mets A,  B,  cic,  puis  qu'on  trace  un  cercle  quelconque  C 
dans  le  plan  du  polygone,  la  somme  des  carrés  des  seg- 
ments compris  entie  le  centre  P  et  les  points  tf  intersec- 
tion des  rayons  PA,  PB  avec  le  cercle  C  est  constante 
et  égale  au  carré  du  rayon  pris  autant  de  fois  qu'il  y  a 
de  côtés  dans  le  polygone;  si  le  cercle  C  ne  coupe  pas 
tous  les  rayons  P  A,  PB,  etc.,  ou  si  même  il  n'en  coupe 
aucun,  le  théorème  a  également  lieu  en  Substituant  aua: 
segments  les  binômes  imaginaires  que  donne  la  résolu- 
tion des  équations.   ' 

Dans  le  théorème  sur  la  sphèn-,  si  l'on  suppose  que  le 
i«rcle  sécant  soit  un  grand  cercle,  on  aura 
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Remarque.  Le  tliéorème  a  également  lieu  pour  des 
puissances  quelconques  d'un  degré  pair  inférieur  au  nom- 
bre des  c6iës  du  polygone,  c'est-à-dire  que  la  somme  des 
puissances  de  degré  a  n  des  tangentes  des  demi-arcs  est 
coDstanie,  quel  que  soit  ». 

Intersection  de  deux  cercles,  axes  radicaux. 

L'équation  trouvée  pour  un  cercle  quelconque  peut  s'é- 
crire ainsi 

m  représeatanl  ■■■—■.-.--.-.——  ~,  m'  peut  être  positif 
OU  o^aiif  j  l'éqtiation  d'un  second  cercle  sera  de  même 

Vl-h*'+J-'  =  m"  (yjr"  ~ir  x^  ■¥  \). 
Si  ou  les  retranche  membre  à  membre ,  on  trouve 
r  {in' y'  —  m"  y')  +  i{m'  =^  —  m" x")-^  m'  ~~  m"  =  o. 

C'est  l'éqnation  d'un  grand  cercle.  Elle  sera  vériflée 
par  les  coordonnées  des  points  d'intersection  des  deux 
cercles  donnés ,  si  l'on  suppose  qu'ils  se  coupent ,  et,  dans 
le  cas  contraire,  elle  sera  vérifiée  par  les  racines  imagi- 
naires conununes  aux  équations  des  deux  cercles.  Ce 
grand  cercle  s'appelle  l'axe  radical  des  cercles  donnés. 

Si,  étant  donné*  trois  cercles ,  on  prend  les  trois  équa- 
tions de  leurs  axes  radicaux  en  les  combinant  deux  à 
deux  et  qu'on  les  ajoute  membre  à  membre,  on  trouve 
une  idenûté;  donc  les  trois  axes  radicaux  conrourent  au 
même  point. 

Si  l'on  se  reporte  â  \n  condition  pour  que  deux  grands 
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sv  coupeui  à  angle  <ii-oit ,  ou  reotnnaitra  que  l'axe  i-ailiual 
(le  deux  cercles  est  perpendiculaire  à  l'arc  qui  joint  leurs 
pôles. 

Ainsi  pour  oonsiruirc  l'ane  radical  de  deux  cercles  qui 
ne  se  rencontrent  pas,  on  les  coupera  par  un  cercio 
^Hxili^ir^ coupant  le  premier  aux  points  A  et  B,  et  le 
deuxième  en  deux  points  C  et  D;  on  tracera  les  arcs  AB 
el  CD;  soit  O  leur  point  de  rencontre  :  il  suffira  d'abaisser 
de  O  unç  perpendiculaire  sur  l'arc  qui  joint  les  pAles  des 
cercles  donnés  pour  avoir  leur  axe  radical. 

Définition-  SI  d'un  point  O  on  mène  un  are  de  grand 

cercle  coupant  un  petit  cercle  C  aux  poinu  M  et  N ,  le 

.    .  OM  ON  j,  ■      r. 

produit  tang  —  tang  —  se  nomme  puissance  du  point  U 

p4r  rapport  au  cercle  C.  Gela  posé,  on  pçuL  dire  que 
l'axe  radical  de  deux  cercles  est  le  lieu  des  points  d'égale 
puissance  par  rapport  «ux  deux  cercles.  En  elïel,  menons 


HQ  cercle  qui  coupe  les  deux  cerol«s  donnés  le  premier 
aux  pointa  m,n,  le  deuxième  aux  points  ^  <  f  ■  Traçons 
les  arcs  ma  eipq.  SuppoKM^  qu'ils  se  coupeni  au  point  0, 
ce  point  O  sera  un  point  de  l'ave  radical  d«a  ceMfs  don- 
nés i  et  ou  aura 
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Donc  le  point  O,  et ,  «a  général ,  tout  point  appartenaut 
■  l'axe  radical  des  eprcles  donnés  en  xm  point  d'égale 
poiMODoe  par  rapport  aux  detu  cercles.      c.  9.  f.  d. 

On  peut  encore  démontrer  <pie  ai  un  cercle  A  coupe 
deUT  cerolea  B  Qt  C  à  angle  droit,  le  cercle  A  aura  son 
p61e  sur  l'axe  radieal  des  deux  autres. 

Si  les  pAles  des  deux  cercles  Mut  sur  l'axe  de»  x,  l'é- 
quation de  l'axe  radical  se  réduit  i 

Si  l'oq  Y«Ut  qnc  l'fm  radical  serve  comme  axe  des  j,  il 
faut  avoir 


tOSr,  ^l-t-jt'  ■=  /■„  V*!  +  i^; 

si  l'on  appelle  a',  a"  les  abscisses  des  deux  centres ,  celle 
relation  devient 


L'équation  d't(n  des  cercle^  peut  ators  s'écrire  «insi  : , 


,=        vTT^m:?. 


nous  aurons 


xx'+t  =  h  v'i  +  *'  4-  /'■ 

Si  nous  donnons  k  x'  deux  valeurs  arbitraires  en  laissant 
k  constant,  nous  aurpns  Icf  équtttîons  4e  deun  (^rcjles 
ayant  pour  axe  radical  l'axe  des  j'.  Cette  manière  de  re- 
présenter les  éqtiations  de  deux  cercles  ]>eul  servir  dans 
quelques  probUmes  eu  tbéiH'Ainei. 

/"   Exemple.  Si  pour  un  point  de  l'aie  radierai  de 
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deux  cercles  on  détermine  sa  polaire  relativement  à  cba- 
cun  d'eux,  ces  deux  polaires  se  coupent  sur  l'axe  radical. 
(Nous  supprimons  la  démoDstration  qui  est  très-simple.  ) 
IJ'  Exemple.  Étant  donnés  deux  cercles,  si  l'on  mine 
une  circonférence  de  grand  cercle  perpendiculaire  à  la 
ligne  des  centres ,  et  que  pour  chacun  de  ses  points  on 
trace  la  polaire  relativement  k  chaqne  cercle,  le  lieu  des 
intersections  de  ces  polaires  sera  nue  circonférence  de 
grand  cercle  symétrique  de  la  première  p>ir  rapport  à  l'axe 
radicnl. 

La  tuite  proehainemeni.    . 


SOLUTION  W  LA  QUESTIM  371 


Déterminer  sur  le  plan  d'un  triangle  ABC  {et  dans 
l'intérieur  du  triangle)  un  point  O  tel,  çu'en  multi- 
pliant choqua  distance  de  ce  point  à  un  sommet  par  le 
sinus  de  l'angle  formé  par  les  deux  distances  aux  deux 
autres  sommets,  la  somma  des  trois  produits  soit  un 
maximum.  Démontrer  que  le  centre  du  cercle  inscrit 
remplit  cette  condition . 


La  fonction  dont  il  faut  déterminer  le  maximum  est 

AO .  un  BOC  +  BO .  lin  AOj:  +  CO .  sin  AOB . 
Pour  déterminer  ce  maximum,  il  suffira  d'établir  Iq 
lemme  suivant  ; 
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Siparl'un  des  sommets  d'un  triangle  A06  on  mène 
une  droite  OF  qui  divise  en  deux  parties  quelconques 
l'angle  AOB  formé  par  les  deux  côtés  OA ,  OB ,  et  qu'on 
multiplie  respectivement  chacun  de  ces  côtés  par  le  sinus 
de  l'angle  tjue  l[autre  ^6té  forme  avec  la  ligne  de  divi- 
sion OF,  le  maximum  de  la  somme 

AO .  sin  BOF  +  BO .  lin  AOF 

de  ces  deux  produits  sera  le  troisième  côté  ABdu  triangle. 
Pour  démontre i; cette  proposition,  je  mène  unedroile 
OG  qui  fasse  avec  OA  l'angle  AOG  =  BOF,  il  en  résul- 
tera BOG=A0F. 
Les  triangles  AOG,  BOG  donnent 

AO.siDÀOG  =  AG.s)aOGA 
et 

BO.sinBOG=BG.smOGB  =  BG,sittOGA. 

Ajoutant  membre  à  membre  ces  deux  égalités,  il.vicut 

AO.sinAOG-l- BO.ûnBOG  =  AB.sinOGA, 
d'oB 

AO.noBOF-(-BO.sinAOP  =  Afi.sinOGA. 

Cette  dernière  relation  montre  que  la  somme 
AO.sioBOF  -h  BO.sinAOF 

est  en  général  moindre  que  AB.  Pour  qu'elle  devienne 
i%ale  i  AB,  il  faut  que  l'angle  OGA  soit  droit,  et  dans 
ce  cas  tes  angles  BOF,  AOF  sont  les  compléments  des 
angles  OAB,  OBA  adjacents  au  troisième  c6lé  AB  du 
triangle. 

H  est  maintenant  facile  de  trouver  le  maximum  de  la 
fonction 

AO-sinBOC  +  BO.sin  AOC  +  CO.sin  AOB . 
En  effet,  désignons  par  OF,  DE,  CD  les  piolongrmen ts 
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dos  draitcs  CO,  (K),  AO,  ou  aura 

sin80C=  sinBOF,     »in  AOC  =  iinAOf , 
d'où 
AO.sipBOC  +  QO-HoAÛC  SI  AQ.ÙO  BQF  +  BO.Mn  AOF- 

Mais  on  vient  de  voir  que  AO  sinBOF  +  BO  sin  AOF  ne 
peat  jamais  surpuier  AB;  dono  on  aura  en  général 

(i)  AO.»inBDC  +  BO.«nAaC<'Ae; 

et  de  mëoie 

(s)  BO . lin  AOC  +  CO . sia  AOO  <  BC,, 

(3)  CO.sinAOB  Tt.  A0.9iABQC<AC. 

Additionnant  et  divisant  par  a ,  il  vient 

AO. ainBOC  +  BO-lin  AOC  rf-CO.ainAÛB<*°"^°^  "*"*-• 

Ainsi,  la  somme  des  trois  produits  dont  il  s'agit  est  géné- 
ralement pliu  petite  que  Ifl  drati-périmètra  du  triangle 
ABC  ;  pour  qu'elle  soit  égale  à  ce  demi-périmètre,  il  faut 
que  les  premiers  membres  des  inégalités  (i),  (a) ,  (3)  de- 
viennent égaux  aux  seconds  membres  ABi  BC,  AC- 
Or,  pour  qu'on  ait 

AO.siD  BOC  -^  BO. sin  AOC  =  AB, 

il  fa»ii,  comnw 0»  l'«  vv préçédemmeni ,  qi(e  l'aqelu  AOF 
soitlecompIémçptdeQP^.  Deméin?,  l'égalité 

BO.sinAOC  +  Cû.sÎB  AOB  aa  BC 

exige  que  Tan^le  COD  soit  le  complément  de  OBC.  Mais 
les  angles  AOF,  COD  sont  égaux  comme  opposés  au  som- 
met; donc  leurs  compléments  OBA  ,  OBC  seront  aussi 
égaux  cnlre  eux,  c'csi-à-ilire  que  la  ligne  BO  sera  la  bis- 
sectrice de  l'angle  ADC. 
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On  prouvera  de  luùine  que  CO  doit  être  lu  bisacili'itri.' 
lie  l'aogle  BCA  si  l'on  suppose  à  la  fois 

BO.ùnAOC+  CO.sinAOB  =  BC 
CO.naAOB-f- A0.8inBOC=  AC. 
D'où  l'on  peut  coqclim  flW  1^  iqai^iaim  de  la  souiiiic 
AO.sinBOC  +  BO  sin  AOC  +  CO.sio  AOB 

.s'oblieat  en  faisant  coïncider  le  point  O  avec  le  centre 
du  cercle  inscrit  dans  le  triangle  ABC,  et  (jne  la  valeur  de 
ce  maximum  est  le  demi-pérïmèlre  du  triangle.      G. 

/'/oie.  Dans  le  t.  VU,  n"  io,du£u//ett'n  de  l'Acadé- 
nue  de  Saint- Peler sbourg,  M.  Peiers  (*)  établit  par  le 
calcul  des  probabilités  que  la  ttation  de  |a  planchette  est 
d«terniiqée  avec  la  plus  grande  séciirité  Iors(ju'e|le  est 
placée  dans  le  ceqtre  du  cercle  inscrit  dan^  le  triangle 
rormé  par  les  trois  objets  pris  pour  auxiliaires  dans  k 
problème  dit  de  Potbenpt  ;  cela  donne  li^vi  au  probtèinc 
que  M.  Gerono  vient  de  résoudre  d'une  manière  très- 
simple.  M.  Ife  professeur  Kichelot  en  a  donné  une  solu- 
tion euristUfue  et  fondée  sur  le  calcul  dilTérentiel  {jistr. 
Nachr.,  n"  998,  t.  XUI,  p.  317,  i855).     Tm. 

(')  LecetibFedinctevr  d«rDbMmioired'ALtoiia. 
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Pak  mm.    h.   VIELLA&D  it  U.    LAQUIÈRE, 

ÉlèvM  du  lycée  $*int-LouU  (oliMede  H.  Fuirle), 

Et  m.   L.   de  OHHCY, 

Élève  du  IjrcAe  Bontpirla. 


Soit  am  le  degré  de  l'équabon. 

!^  polynôme  /(x)  étant  un  produit  de  facteurs  du  se- 
cond degré  de  la  forme 

[(■•-«)('-"+")). 

sa  dérivée  sera  la  somme  de  produits  de  facteurs  du  se- 
cond degi-é  de  cette  forme,  produits  multipliés  respecti- 
vement par  la  dérivée  de  celui  de  ces  facteurs  du  second 
d^ré  qui  n'entre  pas  dans  le  produit. 
Cette  dérivée  éunt  pour  tous  les  facteurs 

OU  aura 

F(j;)  étant  la  somme  de  loua  les  produits  (ni — i)  à 
(m  —  1)  des  facteurs  du  second  degré  de  la  forme  cî-des* 
sus  (jni  entrent  dans  le  potyn6mL'y(j:]. 

i".  De  [a)  résulte  d'abord  que  s  est  racine  de 

/'W  =  o- 
a".  Les  facteurs  de  la  forme  énoncée 

donnent  le  même  résultat  par  la  substitution  de  A  ou  de 
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a*  —  Â  à  la  place  de  x,  puisque  ce  muiiat  csl 

ou  bien 

Ainsi  le  polynôme  F  (x)  donnera  les  mêmes  résultais  par 

ces  deux  substiiuiious.  Si  donc  A  est  racine  dey'(x)  =o 

^t ,  par  conséquent,  deF(j:)  =  o,  3J  —  k  lésera  aussi. 

3°.   La  dérivéey  (x)  est  de  degré  (am  —  i),  et  l'on  a 

F  (x)  étant  un  potynàmedem£me  forme  que/(x),  c'est- 
à-dire  qu'il  est  un  produit  de  m^i  facteurs  de  la  forme 

[lx-fl')(*-2H-«')]. 

I^  polynôme  f  (x)  est  donc  un  polynôme  de  degré  im- 
pair ayant  une  racine  égale  à  5  et  dont  les  autres  racines 
se  partagent  en  couples  de  somme  commune  af.  Cela 
posé, 

Or,  d'après  la  démonstration  ci-dessus, 

Fi  (x)  éunt  d'après  la  démoosu-ation  pi-écédente  de  la 
(orme  F  (x) ,  c'est-à-dire  produit  de  facteurs  du  second 
degré  en  nombre  9  (  m  —  a  )  et  de  la  forme 

Or 

,'(*)  =  F{.r)-»-a(x-..)(*-.)F,(;..). 

Fn  appliquant  encore  à  <f' (x)  la  m^ue  démonstration 
que  ci-dessus  à  F  (x) ,  on  prouverait  que  si  f'  (x)  a  la 
racine /,  il  a  aussi  la  racine  9f  —  /.  r.   q.  f.   d. 
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(,)  A^).    /■('} /"M, 

sont  de  même  formt 

ont  U  rAciïie  s. 

Les  autres  racines  dés  polyri6mes  (|3)  H  celles  des  po- 
lynjtmes  (a)  se  pariagenten  groupes  de  somme  us  (•). 


PROPOSITIOHS  BIYERSKS  SUR  L'HYPERBOLOIBI  A  UNE  NAPPE. 

CMlindîH  int  nrfue  h  ^tritai  min  puml  fv  hit  ^iili  ; 

Pak  m.  poudra. 


1".  Par  iroÎB  droites  de  l'espace,  on  pent  faire  paiser 
uu  liyperbolot'de  h  uni;  nappe  et  on  n'en  peut  faire  passer 
t^u'un  seul. 

2".  Par  deux  droites  et  trois  points  de  l'espace,  on 
peat  faire  passer  un  hyperbotoïde  et  on  peut  n'en  faire 
passer  qu'un  seul. 

3°.  Par  une  droite  et  six  points  de  l'espace,  on  peui 
faire  passer  un  hjperbololde  et  on  n'en  peut  faire  passer 
qu'un  seul . 

4°.  Par  trois  droiteB  dont  l'une  s'appuie  sur  les  doux 
autres  et  par  deux  points  de  l'espace ,  on  peut  faire  passer 
un  hyperbotoïde  et  on  n'en  peut  faire  passer  qu'un  seul. 

5".  Par  quatre  droites  dont  deux  s'appuient  sur  les 
deux  autres  et  par  un  point  de  l'espace,  on  peut  faire 
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puaor  un  hypei-baluïdc  et  an  u'eit  {>eut  faire  passer  <)u'u>i 
seul. 

6°.  DeAx  hyperbololdes  le  coupent  gënéralenwnt  eui- 
*ul  une  courbe  du  quatri^K»  ordre. 

7°.  Deak  faypeÉix^otdcs  ayani  uDegéAërstricie  cwamune 
'   M  coupent  suivuit  une  courbe  du  Iroisièirte  ordre  ayant 
reite  gàiëratrice  pour  asymptote. 

8°.  Oeut  hypërboloïdefe  ayant  deux  géf)ératri<»s  com- 
Hunea  M  conpent  suivant  deux  autres  droites  qui  aoot 
tontes  deux  réelles  ou  toutes  )6s  deux  inagiAliree.  En 
eflet,  tout  ^l«n  sécant  donne  lieu  k  deuï  sections  co- 
niqnat  qui  ont  généralement  quatre  [tointk  d'intersec- 
tion; à  chacun  ée  ces  fH>ints  torrespond  «ne  génératrice 
cnmaanne. 

9°.  Quatre  pointa  n,  &,  t,  i^tle  l'eipaoe  donnent  lini 
aux  trois  quadrilatères  gauches  abcrl^  »btk<,  mdèc.  Un 
cinquièmepointedétCrminfedoiMifS)  trois hypeijmloifdes 
qui ,  ^mx  ik  deux ,  ayant  deuk  générauHcea  commaoes , 
se  couperont  encore  «uivànt  deux  ailtres  drotles. 

lo".  Cinq  points  a,  b,c.  H,  e  déterminent quUuehy* 
perboloïde»  qui  deux  n  deux  ont  quatre  droites  coni- 
man^. 

Cookidérons  un  quadrilatère  »i>cd  formé  par  les  deux 
dratteatté ,  crfet  les  deux  droites  aH,'b%:  qui  s'ap|>uient  sur 
lea  deux  (>remi4res.  Suit  un  cinijuiime  point  c  rariaUe.  A 
cëMfUe  position  de  oa  point  e  correspondra  m  seul  hyper>. 
boloïde,  4le  sorte  que  pour  divet^ei  positlonb  de  ce  poîal, 
nonk  aafoWB  divert  hyperbohtt'dcB  \  nous  8ppellctonsy(>i'.i- 
fMu  d'hy|MrbolOï(tea  cette  série  d«  Gurfaces  ayant  pour 
base  commune  le  quadHlaiAt«  nicd.  &\  l'on  ontpb  ««  Ait'' 
cwn  d'hypwfbuioïdeg  parvin  plkn,  on  obtiondra  unfmiscêau 
de  «onfijiMB  passant  par  las  quatre  {Mlnu  commimk  oA  t^ 
{^an  coupe  les  quatre  génératrices  communes  ai,  cd, 
ad,  hc.  Ce  faisceau  de  conique»  a  pour  foiiMioh  anhar- 
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tnoniqUe  le  lapjrait  aiiharmonit|ue  des  laDgenies  à  quairi* 
(le  ces  courbesen  un  point  quelconque  de  leur  in  terseciîon . 
Ce  r&pport  anfaarmonique  sera  égaA  à  celui  des  quatre 
plans  jpassant  par  ces  quatre  tangentes  et  par  la  généra- 
trice commune  qui  passe  par  ce  poiot.  Il  en  résalte  que 
le  rapport  anharmonique  des  quatre  ungeni«s  sera  le 
même  que  celui  des  quatre  plans  tangents  en  ce  point. 
Ce  rapport  sera  le  mbne  quel  que  soit  le  j^an  sécant; 
nous  l'appellerons  ainsi  la  fonction  ankarmoruque  du 
faisceau  d'hyperboloïdes  ('*). 

'  Soient  trois  hyperboloïdes  passaut  par  les  deux  droites 
communes  ah,  cd  et  Buccessivement  par  les  trois  points 
^M  ^t  I  ffi-  Le  plan  E  passant  par  les  troïs  points  coupera 
les  trois  hyp^boloïdes  suivant  trois  coniques  passant  par 
les  points  d'intersection  du  plan  avec  les  deux  droites  ah, 
cd  et  deux  autres  génératrices  (9). 

Soient  encore  trois  autres  hjperbololdes  passant  suc* 
cessivement  par  les  trois  mimes  points  et  par  deux  droites 
communes  a'  h',  c'  d'.  Le  plan  £  les  coupera  aussi  sui- 
vant trois  coniques. 

Imaginons  deux  systèmes  de  coniques  homographiques 
relativement  aux  trois  premières  coniques  et  aux  trois 
secondes  coniques.  Ces  deux  systèmes  se  couperont,  d'a- 
près un  théorème  connu  «  suivant  une  courbe  du  qua- 
trième degré  passant  par  onse  poinU  connus  :  1°  les  trois 
positions  primitives  0, ,  «i ,  «i ,  et  a°  les  huit  points  où  le 
plan  E  coupe  les  huit  géttératrices  ah,  de,  ad,  bc,  a' 5', 
J' c',  a'  d',  h'  c\  et  chaque  point  de  celte  courbe  sera  une 
position  du  pcrint  e  par  lequel  passent  deux  génératrices 
de  deux  hyperboloïdes  hooKilc^ues. 

Tout  autre  plan  sécant  donnera  lieu  dé  même  i  deux 
faisceaux  homc^raphîques  de  coniques,  Tun  ayant  pour 

<■)  Va»  t.Xll,p.  Ml.        Ta. 
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base  les  quatre  poinU  (l'iDtersectîoii  de  ce  plan  avec  les 
quatre  génératrices  ab,  cii,  ad,  bc,  et  l'autre  par  les 
quatre  points  résultant  de  l'intersection  de  ce  même  plan 
avec  les  qaatre  génératrices  a' &',  c'  d',  a'  d',  b'c'.  Mais 
ensuite  chaque  position  du  point  e  dans  le  plan  E  donne 
lieu  à  den^  génératrices  qui ,  coupées  par  le  nouveau  plan, 
donneront  deux  'points  dont  l'un  appartiendra  à  une  co- 
nique d'uD  faisceau  ei  l'autre  à  la  conique  homologue  dans 
l'autre.  La  courbe  d'intersection  de  ces  deux  faisceaux 
sera  donc  généralement  une  courbe  du  quatrième  ordre. 
A  chaque  conique  correspond  un  hyperboloïde.  On  a 
doue  aussi  deux  faisceaux  homographiques  d'hyperbo- 
loïdes. 

L'iniersectioD  des  deux  faisceaux  homographiques  d'hy- 
perboloïdes  sera  une  surface  du  quatrième  ordre ,  laquelle 
semble  intéressante  à  étudier. 

i".  Par  son  intersection  avec  un  plan  quelconque,  elle 
peut  donner  lieu  à  une  très-grande  variété  de  coarbes 
planes  du  quatrième  ordre. 

a".  Çettesurface  passe  par  les  huit  droites  ab,  cd,  ad, 
bc,  a' b',  c' d,  a' d',  b' c' . 

"y.  Si  le  plan  sécant  passe  par  une  des  huit  arêtes  ci- 
dessns,  la  section  sera  une  courbe  du  troisième  ordre  et 
l'arèle  ci-dessus  en  sera  une  asymptote. 

4°.  Si  le  plan  sécant  passe  par  deux  génératrices  telles 
que  ab ,  bc  qui  se  rencontrent  en  b,  ce  plan  sera  d'abord 
un  plan  tangent  à  la  surface  en  ce  point ,  et  la  courbe 
d'intersection  sera  une  section  conique.  Il  y  aura  donc 
huit  plans  qui  donneront  des  sections  coniques. 

5°.  Tout  plan  sécant  parallèle  à  une  dos  arêtes  don* 
ocra  une  courbe  du  quatrième  ordre  ayant  deux  points  à 
l'infini  dans  la  direction  de  l'arêie. 

ti".  Si  le  plan  sécant  est  parallèle  à  deux  arêtes,  la 
courbe  aura  donc  quatre  points  à  l'infini. 

A^m.  Je  MtiMmai..  t.  XVII.  (Mai  18S8.J  >  < 
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7<*.  Si  les  bnit  poinu  d'inlerseclion  du  plan  E  ei  des 

huit  gëDératrîces  éuient  sur  une  même  conique  aiusi  (]ue 

les  poinU  Ci ,  «( ,  «t ,  alors  U  surface  du  quatrième  ordre 

se  changerait  eu  deux  hyperboloïdes. 


TABLUU 
Bet  liTtn  nt  ^  fiiiule  le,  ftMimt  A  il  l'igit  it  déUraiicr  iué- 
AtlMWri  Ut  un  d'm  uetÏM  tsi^H  tmm  mlwnl  fu  ctrditti' 
uililiMi  sau  ééetire  II  CHrtc; 

pAK  M.  POUDHA. 


Désignation  des  données. 

1°.  OybjCyd,  e  des  points  de  la  courbe;  a".  A,  B,C, 
D,  E  des  langeâtes  à  la  courbe  aux  points  respectifs  a, 
b,  c,  d,  »;  3°.  O  le  centre  de  la  courbe;  4°-  ^i  I^i  1^ 
foyers;  5°.  M,  Miles  longueurs  de  deux  dîaraèires  conju- 
gués; 6°.  a  l'angle  de  ces  deux  diamètres  conjugués;  7°.  A> 
hi  les  extrémités  du  grand  axe  et  i ,  i,  celles  du  petit. 

J'ai  résolu  tous  les  cas  suivants  : 


Donnée.. 

Donné». 

1" 

o,»,c,J,  .. 

Il" 

a,  l>,C,d,  D. 

a- 

«,  i.ci,  E. 

ia« 

k,î,C,d,B 

3- 

a,b,e,  D,  E. 

|3'. 

F,  «,«,<:. 

4- 

a,^,C,D,E. 

■4- 

F,  a,  fr,  C. 

5- 

o,B,C,D,E. 

i5' 

F,a,B,C. 

6- 

A,  B,  CD,  ET 

i» 

F,A,  B,C. 

r 

",»,',  B.C. 

'7* 

F,".»,B. 

s» 

A,  6,  e,  B,C. 

18- 

F.  A,  fc.B. 

s" 

a,  b,c,  <f,  D. 

■  Sf 

0,M,  H,,a. 

o" 

d,B,C,  <f,  D. 

M" 

0,  .,  M,.. 
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DODD»». 

l>oiiD,'es. 

21".    0,A,  M,  a. 

28". 

,   0,n,  B,  C, 

a2=.    0,  a,  b,  ». 

ag-. 

0,  A,  B.C. 

a3«.   0,  «,B,a. 

3o", 

.  0,rt,*.B. 

a^.  0,  A,  B,  ». 

3i-. 

0,  A,  A,  B. 

a5».  O,  a.  A,  «. 

îa". 

0,  r,«. 

ï6*.  0,  rt,  ft,  c. 

33". 

0,F,A. 

27«.  0,0,  A,  C. 

U  rae  reste  à  résoudre  : 

34*.  h,a,b,c. 

40". 

A,  F,  a. 

35'.  h,  a,  b,  C. 

4.". 

A,  F,  A. 

3e>.  A,<i,B,C. 

42°. 

A,0,a. 

3:'.  A,  A,  B.C. 

43'. 

A,0,  À. 

38-.  A,A,B,  c. 

44». 

A,  i,  a. 

3sf.  A,  A,  6,B. 

45'. 

A,  i,  A. 

Abte.  On  est  disposé  ; 

à  donner  ce 

teurs  qui  les  demanderon 

l. 

rORIULSS  FimftnitTALBS  as  LANALYSB  8PldlU«UB 

(lolr  p.  iH); 

pAB  H.  VANNSOIt. 

Transformation  des  coordannées. 

i".  Prendre  poor  nmiT^e  ori^iiie  un  point  donné  sur 
l'axe  des  x  en  laissant  Ie«  axes  rec  un  gui  aires. 

Soient  u  Tabscissc  de  U  nouvelle  origine  et 
,(^.j)  =  o 
l'équation  de  la  courbe  donnée  ;  si  nous  y  introduisons  les 
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coordonnées  géographiques  sans  changer  l'origine,  l'é- 
qnalioD  devient 


'  \    '  coax,/ 


X,  éunt  l'abscisse  dont  x  était  la  tangente^  Remplaçons 
maintenant  Xt  parx,  -+-  u,  l'équadon  deviendra 


çiaog  {«,+«), 


/  1=0 


Pour  revenir  mainlenaat  aux  coordonnées  géométriques 
après  le  changement  d'origine,  il  su£St  de  multiplier  / 
parcosXi  ;  l'équation  demandée  sera  donc 

Si  nous  développons  tang  (X|  +  a)  et  cos  ( jr,  +  a) , 
nous  aurons,  en  posant 

CE  =  tang  a     et     X  ^  tangx , 

l'équation  plus  simple 

rx-t-»  j        1  _ 

*Li— «X'  cotfl(i  — aX)J  ~®' 

Nous  allons  appliquer  cette  méthode  i  la  recherche  du 
centre  dans  les  courbes  du  deuxième  degré  dont  l'équa- 
tion générale  est 

A^'4-  B«j'  +  Ca;'+D/4-E*4-F  =  o. 

Remarquons  d'abord  que  à  l'on  trouve  sur  la  surface 
de  la  sphère  un  point  O  tel,  que  deux  arcs  menés  de  ce 
point  et  terminés  de  part  et  d'autre  à  la  rencontre  de  la 
courbe  soient  divisés  au  point  O  en  deux  parties  ^ales, 
tout  autre  arc  mené  par  le  point  O  sera  divisé  de  la  même 
manière,  donc  le  point  O  sera  le  centre  de  la  courbe. 
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En  efiet ,  prenons  ces  deux  arcs  pour  axes  et  O  pour 
origine  ;  en  faisanl^  ^  o ,  on  devra  trouver  deux  racines 
^âles  et  de  signe  contraire ,  d'où 

E  =  o; 
on  aura  de  même 

D  =  o  : 

d'oà  l'on  voit  aisëment  que  tout  autre  arc  mené  du  point 
O  et  inscrit  à  la  courbeaiu-a  son  milieu  au  point  O;  Ocst 
donc  le  centre.  Soient  a  et  £  les  coordonnées  de  ce  point 
O  rapporté  aux  axes  primitifs,  a  et  P  lesungentes  des 
arcs  a  et  b\  portons  l'origine  au  point  de  l'axe  des  x  qui 
a  pour  abscisse  a,  l'équation  transformée  sera 

^  +  5iii+S  +  c(.  +  X).  +  ïi<l=iiï) 

co5*a  cosa  cosa 

4-E(a  +  X)(i  -aX)  +  F(i— «X)«=0.     / 

Concevons  maintenant  qu'on  ait  mené  par  le  point 
cherché  un  arc  perpendiculaire  à  l'axe  nouveau  desj*, 
l'équation  de  cet  arc  sera 


[y  et  J3  sont  des  taugentes);  on  aura  alors  une  équation 

du  deuxième  degré  eu  X ',  donc  les  racines  seront  égales 

et  de  signe  contraire,  ce  qui  donne  la  condition 

(i)  Bi-|-2C«4-E  =  a(D6  +  Ea  +  2F); 

on  trouve  de  même 

(a)     '         Bix  +  2AA  +  D  =  e(De  +  Ea  +  aF). 

Ces  équations  sont  cellesqu'on  trouve  dans  la  recherche 
des  plans  principaux  des  surfaces  du  second  degré.  Pour 
nous  vendrecomple  de  cette  similitude,  cherchons  l'équa- 
tion de  la  surface  particulière  pour  laquelle  la  recherche 
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àet  pUas  principftUT  cotiduiraît  idrintiquement  aax  éqaa- 
tîoBs  (i)  «t  4  a).  On  trouve  aisënient 

.  ky'  +  Cx' ■+■  Bxr  +  Oyt  4-  E*8  +  F»'  =  o. 

C'est  an  cône  ayant  son  sommet  à  l'origine. 

Si  l'on  cherche  l'intersection  de  celle  surface  avec  la 
sphère  en  employant  les  coordonnées  sphérifjues,  oa 
trouve  la  courbe  proposée. 

n  reste  à  faire  voir  que  la  ligue  de  l'espace  ayant  pour 
coefficients  de  direction  a ,  j3 ,  est  perpendiculaire  à  un  des 
plans  principaux.  En  e0et,  si  nous  joignons  le  centre  de 
notre  conique  sphérique  au  centre  de  la  sphère  par  une 
droite,  cette  droite  aura  pour  équations 


et  comme  elle  est  l'intersectioa  de  deux  plaas  ptiucipaux 
du  cône,  elle  est  bien  perpendiculaire  au  troisième,  ce 
qu'on  voulait  faire  voir. 

Q  suit  de  là  que  l'élimination  de  a  dans  les  équa- 
Uons  (i)  et  (a)  conduira  à  une  équation  du  troisième 
degré  ayant  ses  trois  racines  réelles.  Notre  courbe  a  donc 
trois  centres,  et,  d'après  ce  qu'on  vient  de  tfoir,  ils  sont 
placés  aux  trois  sommets  d'un  triangle  trirectaugle.  On 
voit  aussi  que  si  l'on  construit  ce  triangle ,  chacun  de  ses 
côtés  partagera  la  courbe  en  parties  symétriques  et  sera , 
par  conséquent,  un  axe  de  celle  courbe. 

Remartjiie.  Si,  au  lieu  de  transporter  l'origine  en  tm 
point  de  l'axe  des  x,  on  la  transportait  à  la  distance  5  sur 
l'axe  des^,  on  aurait 

Second  cas.  Pour  changer  d'axes  sans  déplacef  l'ori- 
gine, on  i>eiit  employer  la  ton  si  dération  des  projections 
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centrales.  On  peut  aussi ,   comme  nous  «lion»  le  faire 
voir,  se  servir  d'un  proche  identicjue  à  celui  qu'on  em- 
ploie sur  un  plan. 

Définition.  Nous  appellerons  rhotnbe  spltérique  un 
quadriUlére  ABCD  dans  lequel  les  «Mes  opposas  ÂB,  CD 
et  les  deux  autres  ÂC  et  BD  se  coupait  à  90  degrés  dn 
t  A  en  P  et  P'. 


TnÉoaÈMB.  Si  par  le  sommet  A  d'un  r/iomhe  sphé- 
rique  {*)  on  mène  un  arc  de  grand  cercle,  la  tangente 
de  la  projection  de  la  diagonale  AD  sur  cet  arc  égale  la 
somme  des  tangentes  des  projections  des  deux  côtés  AB 
eïAC. 


Soient  x\  y'  les  ungentes  des  coordonnées  de  B  et 
x'',y"  les  tangentes  des  coordonnées  de  C.  L'arc  PBC 
aura  pour  équation 

et  l'arc  P'DB  aura  pour  équation 


(*)  Le  terme  par*Uélepaaiitte ,  que  nom  éviton»  à  de»ein,  «  dïjà  éb 
rmplojé  pour  designer  un  quadrilalère  donl  les  diagunilei  bc  loupenl  ei 
parlies  ëe>lot. 
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On  tire  de  U  pour  le  point  D 


Si  l'on  meDait  par  le  point  A  an  autre  arc  AE  et  qu'on 
construisit  un  nouveau  rhombe  avec  AD  diagonale  Aa 
premier  et  AE  comme  cblés ,  la  tangente  de  la  projection 
de  la  nouvelle  diagonale  égalerait  la  somme  des  tangentes 
des  projections  des  arcs  AB,  AC,  AE,  et  ainsi  de  suite 
pour  un  nombre  quelconque  d'arcs. 

Cela  posé,  soient  OX  et  OY  deux  axes  faisant  entre  eux 
l'angle  B,  soient  a  l'angle  du  nouvel  axe  des  x  avec  l'an- 
cien et  <x'  l'angle  du  nouvel  axe  des  y  avec  OX  ;  si  nous 
traçons  les  arcs  projetants  d'un  point  m  dans  les  deux 
systèmes,  ont  sera  la  diagonale  commune  i  deux  rhombes. 
Si  donc  nous  la  projetons  sur  un  arc  perpendiculaire  à 
l'axe  OY,  nous  aurons ,  par  le  théorème  précédent , 

taogproj.  Aw  =  zsiQe, 

et  cette  même  tangente  égale 

^'sin(e-«)-hysin(e-»'), 
doù 

x'  sin  (fl  —  tt)+  j-'sin  (fl  —  a') 

sin  9 
On  trouve  de  même 

«-sina+ysin»' 


Les  formules  relatives  aux  divers  cas  particuliers  se  dé- 
duisent de  là  comme  sur  un  plan. 

Simplification  de  l'équation  générale  des  courtes 
spkérifjues  du  second  degré. 

Nous  avons  indiqué  plus  haut  le  moyen  de  trouver  les 
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coordonnées  du  centre  (C)  ;  ponry  transporter  rorigitiK, 
on  commencera  par  faire  tourner  l'axe  des  x  jnsqa'à  ce 
qu'il  passe  au  centre  en  laissant  les  axes  rectangulaires; 
l'angle  a.  aura  pour  tangente  —^i  y'  et  x'  désignant  les 
Uugentes  des  coordonnées  du  centre;  pois  on  transpor- 
tera l'origine  sur  le  nouvel  axe  des  x  au  point  C,  la  dis- 
tance a  des  deux  origines  étant  donnée  par  la  formule 

Quand  on  applique  an  cas  du  cercle ,  la  première  trans- 
formation doit  faire  disparaître  la  première  puissance  de 
y  et  le  rectangle  des  variables  par  raison  de  symétrie ,  la   < 
seconde  fait  disparaître  x,  et  on  trouve  pour  équation 
transformée 

.         .  _B'(D'-KE')+  2EDBP 
y  +*  —        DE{DE~aBFj 
Ce  second  membre  représente  évidemment  le  carré  de 
la  tangente  deladistancc  polaire  du  cercle  donné.  On  peut 
en  déduire 

.    _      DE(DË^3BF) 
"**  '■-D'E'  +  B'D'  +  B'E'' 

(EtoBGHBT.  ) 

%  l'on  pose 

lang'r=f)', 

l'équation  prendra  la  forme 

j-'  +  a:'  =  p'. 

Pour  une  coiu-be  quelconque  du  deuxième  d^ré,  après 
avoir  porté  l'origine  au-  centre,  on  pourra  faire  dispa- 
raître le  rectangle  des  variables  et  calculer  les  nouveaux 
coefficients  par  les  mêmes  formules  que  dana  les  courbes 
planes;  l'équation  de  la  coiu'be  sera  alors 
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si  nous  supposons  A  et  C  positifs,  F  devra  l'èlre,  et  si 
l'on  pose 

C'a        ' 
oo  11  mettra  aoiu  la  forne 


Si  A  et  C  sont  de  signes  contraires,  on  la  meilra  de 
même  sous  la  forme 

(BORGltET.} 

Mais,  dans  ce  second  cas,  on  peut  ramener  l'équation 
à  la  première  forme  en  transportant  l'origine  sur  l'axe 
de»  X  à  90  degrés  de  l'origine  actuelle,  si  on  a  —  i  dans 
le  deuxième  membre,  et  en  opérant  de  même  pour  l'axe 
des  /  s'il  y  a  +  I .  Pour  cela ,  appelant  x'  et  y'  les  coor- 
données anciennes,  et  X',  Y'  les  nouvelles,  on  posera, 
comme  on  l'a  vu  plus  haut, 


»(-=)• 


ce  qui  conduira  à  l'équation 
■ang'Y'  .  : 
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(  '7>  ) 


on ,  pl«  n«[Jemeii  t , 


a  représentant  tang\'  par  Y.  On  voit  donc  qu'il  n'y  a 
1  réalité  qu'une  seule  courlxi  sphérique  représentée  par 


l'équation  générale  du  deuxième  degré  :  on  la  noranu; 
ellipse  sphérique.  Comme  on  peut  ajouter  n  à  un  arc  sans 
chaager  sa  tangente,  il  s'ensuitque  l'équation  (i)  repré- 
sente deux  courbes  égale»  aie,  a'  b'c';  si  l'origine  est  an 
point  O  ou  O',  on  a  l'équation  (i);  si  elle  est  au  point  D 
à  égale  disUnce  de  O  et  de  O'  sur  l'axe  des  X ,  on  a  i'é- 
quatioii 


et  D,  D'  seront  deux  nouveaux  centres;  enfin,  si  Ton 
porte  l'origine  sur  l'axe  des  y  au  point  L  ou  L'  à  égale 
distance  de  O  et  de  O',  l'équation  prendra  la  forme 
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(  '1^) 

et  les  points  L ,  L'  seront  deux  nouveaux  centres.  Nous 
trouvons  donc  six  centres  ;  si  le  calcul  n'a  donné  que  trois 
soluùons,  c'est  parce  que  deux  points  diamétralement 
opposés  ont  les  mêmes  coordonuées.  On  reconnaît  aussi 
que  ces  trois  points  sont  placés  aux  sommets  d'un  triangle 
trirectangle.  (Bokgnet.) 


pftWLfin. 

Tiwer  le  tiei  ^i^^  la  enirn  la  sectiiis  futn  Ju!  ii  «4u  Ji 
UCHJ  «rdn  ^  iic  iiîte  Je  plus  pisuil  Uis  ii  pir  u  atae  f«il 
H  par  ueiéM  dniU; 

P&K  HH.  HARQUET  sr  DAUCAH, 
Caoïlidati  k  l'École  Monnaie  lapdrieare. 


PKEHIERB    P1.RT1B. 

Voici  la  méthode  générale  qu'il  faut  suivre  dans  le  pre- 
mier cas  : 
Soient 

TéquatioD  d'une  surface  du  deuxième  degré  j 


l'équation  générale  du  plan  passant  par  le  point  donnée 
cette  équation  renferme  deux  paramètres  arbitraires.  En- 
tre ces  deux  équations,  on  éliminera  une  des  trois  varia- 
bles, z  par  exemple,  on  aura  ainsi  une  équation  entre  x 
etj', 

/(».r)=», 

équation  delà  projection  de  la  courbe  d'intersection  sur  le 
plan.  Les  coordonnées  du  centre  de  rette  courbe  seront 
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d^lerminées  par  les  équations 

/:{^.  /,)  =  <), 

entre  ces  deux  dernières  équations  et  l'équaUôn 

M  =  o, 

on  éliminera  les  deux  paramètres  arbitraires ,  et  on  aura 
une  seule  équation  en  x,  y  et  z  qui  sera  celle  du  lieu 
dierclié.  On  voit  donc  de  suiie  que  le  lien  cherché  est  une 
surface. 

Appliquons  cette  méthode  au  cône. 

.Supposons,  pour  plus  de  simplicité,  que  le  sommet  du 
cAne  soit  k  l'origine,  et  que  son  équation  soit 
(i)  Pa;'+Fj'  — P''s'  =  o.  ' 

n  faut  au  moins  qu'un  des  trois  coefficients  soit  né- 
gatif. 

Soient  (ar',j^,  z'}  les  coordonnées  du  point  donné;  l'é- 
quation générale  du  plan  sécant  est 

(2)  «(*_x')  +  Mr-/')--(»--î')  =  «- 

Ponant  la  valeur  de  z  dans  l'équation  (i),  on  obUent 
l'équation 

(P—  a'P")  «'  +  (P'  —  Ô'  P")  J-'  —  aai  P"  */  J 

■y  aP"(aa:'  +  *)''  +  «')ax+aP'(ii«'4- Ar'+»')*r  [  =  o. 
-P"(<«'4-fry-l-«')'  ! 

qui,  jointe  à  l'équation  (a),  représente  la  courbe  d'inter- 
section. Les  équations  qui  déterminent  le  centre  sont 

(3)  «»(«  —  *'}-«*{  J-- /')-*-«'  + pï-r  =  o, 

(4)  6"(r-^)-«i('-^)  +  fi-'  +  S;r  =  o. 
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(  .74) 
Eliminaut  a  ei  b  enlre  les  trois  é<{uaiions  (a),  (î), 
(4)i  OD  obtient 

P^'-HP'j'  +  P'e'  — P. r':c  — ?■/_)•  + P''i's  =  o. 

Le  lieu  cherché  est  donc  une  surface  du  second  degré 
Les  coordonnées  du  centre  sont 


ce  qui  indique  que  ce  point  est  le  milieu  de  la  droite  qui 
joint  le  point  donné  au  sommet  du  cône. 

Si  l'on  prend  le  <ceatre  pour  origine,  ou  obtient 
4(Pi>-f-P'/-  — p-.')=P;r" +  ?*/'  — P"«", 

l'on  a  un  hyperboloïde  à  une  nappé  ou  à  deux  nappes 
selon  que  le  second  membre  est  positif  ou  négatif;  l'hjr- 
perboloï<lc  et  le  cône  ont  un  éléntent  rectiligne  commun 
et  passant  par  le  centre. 

SECOiratE    PARTIE. 

Dans  le  cas  où  le  plan  sécant  passe  par  une  droite  don- 
née, la  méthode  générale  est  la  suivante  : 
Soient 

Flx,jr,z)=0 

l'équatîtm  d'une  surface  da  deuxième  degré  ^ 


les  équations  de  la  droite  donnée;  l'équation  générale  des 
plans  passant  par  celte  droite  est 

Entre  celle  équation  et  celle  de  la  surface ,  on  éliminera 
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.(  -75) 
une  dea  variables,  x  par  exemple,  on  aura  une  équation 

qui  représentera,  conjointement  avec  l'équation  du  plan, 
la  courbe  d'interseciion.  Entre  les  équations 

r.  {/.•)=<> 

du  centre  de  la  courbe  et  l'équation  du  plan ,  on  élimi- 
nera l'indétei^inéc  X ,  on  aura  un  ^stème  de  deux  équa- 
tions enx,  jr,  z  qui  seront  les  équations  du  lien  ;  donc 
le  lieu  sera  une  courbe. 

application  au  cône. 
Soit  donc 
(i)  P*'-(-P'r'— P"a'  =  o 

l'éqnatioD  du  cône.  Eliminant  x  entre  cette  question  et 
celle  du  plan  rariable,  il  vient 

P'     ,       P"  . 


Les  coordonnées  du  centre  sont  données  par  les  équa 
lions 

(3)        vtr-*»-î}  +  i(«+i»)  +  p-j'  =  o, 

\Vb[r-b*-q)-~\\a{y-b^-^)-b{az+p)\ 
d'où  l'on  tire 
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(  ,,6) 
Elituiuant  successivement  l  entre  l'équation  du  plan 
variable  et  l'équation  (5),  on  obtient 

(6)         (,_„_^)^+^(j,_t,_ç)j.=o. 

Ce  sont  les  équations  de  l'interseclion  d'une  surface  du 
second  ordre  par  un  plan  j  ainsi  le  lieu  cherché  est  une 
conique  plaae. 

Semarque,  H  resterait  maintenant,  pour  compléter  la 
queation,.^  examiner  ce  que  devient  le  Heu  dans  les  cas 
particnliers  où  la  droite  passerait  par  le  sommet  du  cône, 
serait  une  génératrice,  etc.,  mais  l'étude  de  ces  cas  par- 
ticuliers n'offre  rien  de  remarquable. . 

Note  du  Rédacteur.  La  théorie  des  polaires  récipro- 
ques (principe  de  dualité)  donne  ce  théorème  : 

Soient  donnés  :  i°  un  cône  du  second  degré;  a°  un 
point  fixe  ;  3°  un  plan  fixe.  Par  le  point  on  mène  un  plan 
quelconque  qui  coupe  le  cône  suivant  une  conique,  et  le 
plan  6xe  suivant  une  droite;  le  lieu  du  pôle  de  cette 
droite  relativement  à  la  conique  est  un  hyperboloïdc  dont 
le  centre  est  dans  le  plan  fixe. 

Les  deux  propriétés  énoncées  ci-dessus  pour  le  cône 
subsistent  pour  une  surface  quelconque  du  second  degré;  - 
c'est  d'une  évidence  intuitive  pour  la  sphère;  et  par  les 
procédés  métamorphiques  on  passe  de  la  sphère  aux  autres 
surfaces  ;  toutefois  une  démonstration  générale  directe  est 
à  désirer. 

Lorsque  la  droite  se  transporte  à  l'infini,  on  a  des  sec- 
tions parallèles.  Celte  propriété  est  dans  tous  les  traités 
c-lémeulaires. 
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MLOniII  M  U  «HKSTMNIi  428  (VAIINSON) 

P*K  H.  Asu.  DE  BOISCHEVALUER, 

'  ÉlèTe4a*licéeStiDt-LoD[a(eUiMitel(.  Faarie). 


Soîeni  O ,  O'  de\rt  cercles  se  touduDt  extérieurement 
et  MÙsTaiunt  anx  trois  conditions  àiOQcées.  Les  triangles 


isocèles  MKO,  BKO'  étant  ëqniangles,  MO  et  BO'  sont 
parallèles;  de  mftmeOA  est  parallèle  à  O'N,  et  l'on  a 
MOA  =  NO'B  =  QSP 

(angles  de  même  espèce  dont  les  cAtés  sont  perpendicu- 
laires). Dana  le  triangle  isocèle  O'NB,  l'angle  à  la  base 
est  le  complément  de  la  moitié  de  l'angle  QSP;  il  en  ré- 
sslte 

2 

Donc'NB  est  parallèle  à  la  bissectrice  de  l'ange  QSP;  pa- 
rdllenent  MA  est  parallèle  à  cette  bissectrice. 

jIh.  dt  MaiUmmt..  I.  XVII.  (Mm  i858.I  IX 
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(  .j8  ) 
ai  par  le  poïnl  K  on  mène  KC  paralléU  à  la  bissectrice 
(Itf  QSP,,  on  a 

MC  _  MK  _  OK  _  a 
CH~BK.  "CK—fi" 

Cs'obiientcn  divisant MN  en  deux  segments  dont  )e  rap- 
port est  Tf  et  le  point  K  se  trouve  sur  la  parallèle  menée 
par  le  point  C  à  la  bitfiectiîce  de  QSP. 


En  outre 


NKM  =  a*  —  NKB  =  a' 


QSP. 


donc  eu  décrivant  snr  MN  un  segment  capable  xle  l'angle 

a**  — . >  on  a  un  secopd  lieu  du  point  de  contact  des 

deux  cercles. 

Constmction,  Ou  joint  les  deux  points  donnés ,  sur  la 
droite  tracée  on  décrit  uu  segment  de  cercle  capable  du 
supplémeut  de  la  moitié  de  l'angle  des  deux  droites;  on 
partage  la  droite  qui  limite  les  points  donnés  sur  les  deux 
droites  en  deux  segments  additifs  proportionnels  aux  nom- 
bres donnés  a ,  b.  Par  le  point  ainsi  obtenu ,  on  mène  une 
parallèle  k  la  bissectrice ,  et  son  intersection  avec  la  cir- 
conférence détermine  le  point  de  contact  des  deux  cercles. 
En  joignant  les  points  donnés  k  cette  intersection  et  pro- 
longeant jusqu'à  la  rencontre  des  parallèles  à  la  bissec- 
trice menée  par  ces  mêmes  points ,  on  forme  deux  triangles 
inscrits  dans  les  cercles  cherchés. 
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SOLUTION  W  U  ttVBSTION  413 
Pak  HH.  CORHET  n  G.  LEGRANDAIS, 

Élèves  du  \ycée  Louis-le-Gr«Dd. 

Soient  F  et  D  le  foyer  «t  ]a  directrice  correspondante 
d'une  conique  ^  A, ,  Ai ,  deux  pointa  fixe»  sur  )a  conique 
«t  M  un  point  variable  aiusi  sur  la  conique;  les  droites 
MA,,'MA(  rencontrent  respectÎTement  la  directrice  aux 
points  P  et  Q,  la  distance  PQ  est  vue  du  foyer  F  sous 
un  angle  constant,  quelle  que  soit  la  position  du  point  M 
sur  la  conique.  {Fàdbb.) 

Cette  question  se  résout  très-facilement  en  s'appuyant 
sur  cette  propriété  si  connue  des  coarbes  du  second  degré  : 


Soit  une  sécante  quelconque  MAt,  F  on  foyer,  DD'  la 
directrice  correspondante ,  la  ligne  FP  qui  joint  le  foyer  F 
au  point  P  où  la  sécante  coupe  la  directrice  est  bissectrice 
de  l'angle  A,  FR  extérieur  au  triangle  MA,  F. 
De  même  FQ  esLbissectrice  de  l'angle  At  FK. 
Mais 

™«       „«-       „™       AiFK      A,FK       A,  FA, 
PFQ  =  PFE  —  QFK  =  — =  — :  ; 

donc  l'angle  PFQ  est  consunt  et  égal  à  la  moïtîéde  A,  FA, 
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Note.  M.  Aignaat  fait  la  remarque  que  lorsque  la  droite 
A)  A)  passe  par  le  foyer,  l'angle  constant  est  droit. 

MM.  Carenou,  Laquières,  Feneon,  élève»  du  lyrfe 
Saint-Louis,  Bonnet,  élève  de  l'instilution  Mayer,  Ai- 
gnant,  élève  du  Ijcée  de  Douai  (classe  de  M.  David),  et 
Chanson,  élève  du  lycée  de  Versailles,  ont  résolu  la  mèau 
question. 

M.  A.  James ,  maitre  répétiteur  au  lycée  de  Versailles, 
applique  le  même  raisonnement  k  l'ellipse  spbérique. 


SOLOTiM  lUULrnQllB  Dï  U  «tKSTIOII  4U 

(talr  p.  tTiJi 

Pak  h.  behgis, 

Élire  du  lycte  Qurlmugne  (  <n>i>tution  Mutin). 


Soit  l'équation  de  la  conique 


celle  de  la  directrice  correspondante  au  foyer  pris  pour 
pèle. 

Soient  r*,  a'  les  coordonnées  du  point  A,  j  r",  et"  celles 
de  Ai  ;  p',  u'  celles  du  point  variable  M. 

D'après  Une  formule  connue,  l'équation  de  M  Ai  sera 
pVsin  (m'  — g'] 


"      /'sin  (•»  —  «')  —  p'siD(»i  —  «l'J 
ou 

pV»n(«'— a') 

'       (^coso'  —  p'cos»i')sînc<  +  (p'siRM'  —  r'sina'}cosa 

La  coordonnée  angulaire  du  point  d'iuiersection  P  de 
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(■Si  ) 
cette  droite  avec  la  directrice  sera  donnée  par  la  formate 

une»,  = ^-7-; '— — ^ 77 —' 

ou  bien ,  en  exprimant  que  les  points  A, ,  A, ,  M  sont  sur 
la  coniqne,  on  a,  rÀluctions  faites , 

siax'  —  ânu' 
tang  M.  = ; ; 

CM  a  —  COÏtti' 


tang -(»'  +  »'} 


De  même  MAj  coupera  D  en  un  point  Q  dont  la  coor- 
donnée angulaire  sera  donnée  par 


tang  -(«"-(-«") 


L'angle  sons  lequel  la  dîsunce  FQ  est  vue  du  foyer  Fcst 
la  différence  des  angles  «»,  et  o),.  La  tangente  de  cet  angle 
sera  donc  donnée  par 


UDg -{«"  +  *.')       tang -{«'-!-«') 
ttng^(«'+«')tangi(«'-|-„') 


«n -(«' -t- •>')  «n -(»"  +  ••') -*-CO»-{a' -I- »•')  C08-(a"+ w'J 

OU  enfin 

tang  i  («'-«•), 
quantité  consUntc. 
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Le  ibéoréme  est  donc  démontré. 

Note  du  Rédacteur.  M.  Richard  Oxamendi  coasidère 
les  polaires  des  points  P  et  Q ,  elles  passent  par  F  et  sont 
rospecùvement  perpendiculaires  à  PF  st  QF  ;  les  droites 
PF ,  la  perpendiculaire  i  I¥  en  F ,  les  droites  FA  ,  FM 
forment  un  faisceau  harmonique  ;  un  angle  étant  droit 
dans  ce  faisceau,  l'autre  est  bissecté,  etc. 


SnUTION  Ml  U  «UBSTItN  3t1 


Pas  m.  chanson, 
titin  du  lycée  de  VenailleB  (cIisk  de  M.  Vanuson  ). 


Un  dé  est  un  cube  portant  sur  chaque  face  des  trous 
nommés  points.  Ses  faces  opposées  sont  i  et  6 ,  a  el  5 ,  3 
et  4-  Les  points  sont  placés  de  manière  que  le  centre  de 
gravité  de  chaque  face  coïncide  avec  son  centre  de  figure; 
le  centre  de  gravité  du  dé  n'est  pas  à  son  centre  de  figure. 
Trouver  la  dislance  du  centre  de  gravité  i  chaque  face ,  en 
supposant  que  chaque  trou  enlève  une  portion  de  volume 

'  représentée  par  -  du  volume  total ,  et  p  >  2 1 . 

SoiiiD  t  A  le  rubc  donné  et  a  son  côté.  Le  volume  du  dé  est 


\        P  J 
Or  le  moment  du  dé  par  rapport  à  uue  face  quelconque, 
la  face  qui  contient  6  points  par  exemple,  est  égal  au 
moment  du  cube  par  rapport  à  la  même  face,  moins  U 
somme  des  moments  des  trous. 

Si  j'appelle  x,  la  distance  du  centre  de  gravité  cherché 
«  la  face  (fi),  le  momeiil  du  <lc  par  rapport  à  celte  face 
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le  moment  du  cube  par  rapport  à  la  même  face  est 


Quant  k  la  somme  des  moments  des  trous,  je  peux 
l'évaluer  en  évaluant  séparémmit  la  somme  des  moments 
des  trous  de  chaque  face  et  ajoutant  ces  sommes. 

Or,  puisque  le  centre  de  gravité  de  chaqne  face  coïQcîde 
avec  son  centre  de  figure,  j'obiiendrai  la  somme  des 
moments  des  trous  d'une  face  quelconque,  en  multipliant 
la  somme  de  leurs  volumes  par  la  distance  k  la  face  (6) 
du  centre  de  figure  de  la  face  considérée.  Ainsi  donc  la 
somme  des  moments  des  trous  par  rapport  à  la  face  (6) 
sera 

a*  4'"'     "       3.o'    a        1  a^    a       Sa'     a 

p  p-7.p%p^pi 

l'ai  donc  l'^alité 


-2  — 5\ 


[/,-(. +  2  +  3+4  +  5)-i: 

[(/,-3l)  +  6-ll. 


Je  vois  alors  une  loi  se  manifester  et  j'aurai  de  mùmc  ; 
par  analogie ,  en  appelant 
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lesdistanc«  du  centre  de  gravité  aux  faces  5,  4>  3,  a,  i, 


-((,-».) +.-6). 


Oa  vérifie  dn  reste  immédiatemect  que  la  somme  des  di»* 
tances  k  deux  faces  opposées ,.  c'est-à-dire 


est  égale  au  côté  du  cube  a. 

Nous  remarquerons  aussi  que  la  face  la  plus  voisine  du 
centre  de  gravité  est  la  face  (i)  et  que  la  plus  éloignée  est 
la  face  (6).  Cette  dernière  est  donc  celle  qui  aura  le 
plus  de  chances  k  se  présenter  au  jpueur. 

Le  rapport  entre  la  distance  maximum  et  la  dislance 


Il  est  facile  de  déterminer  ce  rapport  irès-approxima- 
tivement  pour  un  dé  donné. 

Il  n'y-  anra  qu'à  mesurer  le  volume  du  dé  au  moyen  de 
la  balance  hydrostatique ,  d'abord  lel  qu'on  le  donne , 
ensuite  en  bouchant  les  Irons  avec  un  mastic  imper- 
méable et  de  manière  que  la  surface  de  chaque  face  reste 
bien  plane. La  différence  entrelcs  deux  donnera  la  somme 
dos  \olnmes  des  Irons;  et  divisant  par  21,  on  aura  le  vo- 
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lume  d'an  irou  dont  le  rapport  au  volume  du  cube  total 
doDDeraU  fraction  -?  et  par soïte  le  nombre;». 

Ayant  fait  cette  opération  sur  un  de  dont  le  c6lé  était 
de  i5  millimètrefl ,  j'ii  trouvé  que  p  était  ^al  à  i373. 
Cela  donne  alors  pour  le  rapport  considéré  : 
^,_i356_628 

«,  ""  T3Î5  ~  573' 


«GESTIONS. 

431.  ABCDEF  est  un  hexagone  inscrit  dans  une  c 
conférence.  Si  l'on  pose 

AB  =  â,  CD=»,  EP  =  c, 
DE  =  a',  FA  =  b',  BC  =  t/, 
CF  =  A,     BE  =  B,     AD=C, 


ABC  =  «a'A  -t-bb'B-i-ee'C+  abc 


433.  Déterminant 

,.a.3.4  .. 

a.3.4.5... 
3.4.5.6... 


(Prouhbt.  ) 


+  si  R  est  de  la  forme  ^p  on  4p-i-tî 

—  si  n  est  de  la  forme  4/>  +  3  on  4/>  +  3.  (PAinviir.) 

433.  TrouverlelieudescCDtrrsdesccrclesiDscrîlsaux 
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triangles  ayant  pour  sommet  l'un  des  foyvrs  d'une  co- 
nique et  pour  base  une  corde  passant  par  l'autre  foyer  ; 
le  centre  est  sur  la  parallèle  à  l'axe  focal  menëe  par  te 
milieu  de  la  corde.  (Roccsfi.  ) 

434.  L'équation 


a  au  moins  autant  de  racines  imaginaires  qu'on  trouve  de 
variations  de  signes  dans  la  suite 


(Newtoh.  ) 
Ifote.    La  démonstration  d'Euler  (Introduetion  au 
calcul  infinitésimal)  n'est  pas  satisfaisante. 

(Gehocciii.  ) 

435.  Sur  les  longueurs  OA,  OB,  OC,  données  dans 
l'espace,  on  preod  respectivement  les  points  a,  b^c-^  les 

rapporU  —»  —  sont  donnés.  Trouver  ;  x"  l'enveloppe 

du  plan  abc;  a**  le  lieu  du  centre  de  gravité  du  triangle 
abc. 

436.  Quelle  est  l'enveloppe  de  la  droite  dont  la  somme 
des  carrés  des  distances  h,  deux  points  Gxes  est  donnée? 

437.  Oi  est  une  circonférence  décrite  sur  un  rayon  de 
la  circonférence  O  comme  diamètre;  ou  fait  rouler  0 
autour  de  Oi.  On  demande  :  i''le  Heu  décrit  par  un  point 
quelconque  du  plan  de  O;  a"  l'enveloppe  d'une  droite 
quelconque  liée  invariablement  à  la  circonférence  O. 

(Manhheih.) 
4it8.  Démontrer  que  le  lieu  d(%  pieds  des  per|>cndicu' 
laires  abaissées  An  centre  d'une  i-irroiiférvnee  O  sur  les 
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tangentes  k  la  développante  D  de  cette  circonférence  cal 
une  spirale  d'Archîmède.  (Mansbeih.  ) 

439.  On  donne  le  périmètre  et  l'axe  d'ane  ellipse, 
calculer  l'autre  axe  soit  par  une  série  coavei^ente,  soit 
par  des  approximations  si 

410.  Démontrer  l'identité 


'.{a, 


^-) 


(«.+  «,  +  «.}{«, 


Hfli) 


(Werher.) 
441.  Le  produitde  plusieurs  nombres  consécutifs  ne 
pem  £tre  une  puissance  parfaite  lorsqu'un  de  ces  nombre» 
est  premier  absolu.  (Mathieu. } 


SOLUTIONS  DSS  QUSSTIONS  410  ET  411  (PROUHET) 

Pak  HM.  E>ilb  MATHIEU,  lk  Capitmiie  FaURE, 
GHOLOUS  Kt  TARDT  (GAhes). 


Si  l'on  désigne  par  D  le  déterminant  : 

cosno.    co»(ii  —  i)a,    cos((i  —  a)*..- .  coêoa, 

cosMct,    c<»(«  — i)ji     coa(B  — a)«i...  co«oa, 

cosn«,    cos(«  — i)«i     cos(n  —  a)a,. . .  coso», 

cosn«fl    cos(» — i)«,     eosln—  2„)i,    ..  coso«„ 


b,  Google 


et  par  D)  le  déterminant 


{  '88) 


COS'  a,      C08"    '  a, 
COÏ"*,      COtr—a, 


D  =  2      '       D,. 

En  second  tiea ,  si  l'on  désigne  par  Di  le  déterminant 

■in(/i4-i)B,     sin/ia,., 

sÎD(n  -4-  i)a,     lin  nu... 

n(«  +  i)».     »in«a,... 


(«) 


tîn(n  +  l)  On     sin  ff  a..  .  . 
I  aara 

"(— 0 
D,  =  x      '      >ini(,siQB|. . .  sinc.D, 

Commençons  par  rappeler  la  formule 

(  2"-' COS"  a,  = 

cos(fl  — 4)a, 


cosna,  + ACOS(n  ■—  2}>, 


Ensuite  aux  éléments  de  la  première  colonne  du  déter- 
minant D,  ajoutons  les  éléments  des  colonnes  de  rang 
impair  multipliés  respectivement  par  les  coelEcienU  du 
second  membre  de  l'équation  (m);  puis  agissons  d'une 
manière  analogue  pour  les  autres  colonnes  :  il  est  clair 
que  le  déterminant  D  pourra  s'écrire  de  la  manière  soi- 
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2»-'cos"a,       2"-'CO«"-'b,      2*"*  C0S*~' a, .  .  .       COS'*, 


2"-'COS"a,      i.*~'cOi*~'at      a"-'C08^'a,.  .  .       C03*ix, 

Par  coosâjnent  notu  aaroos 


D  =  a(»-"-H»->)*" 


Pour  âëinODtrer  la  formule  de  la  deuxième  question , 
nou«  rappellerons  la  formule  suivante  : 
9in(R  +l)o,=  (fl-»-  i)co9*a.siaa, 

_  i i — i icoa^'a 


i.a.3 


li  sin'  a,  + . 


qui  se  déduit  immédiatement  de  celle  de  Moivre.  Si 
nous  remplaçons  sin*a,  sin*a,  etc.,  par  i  —  ces*  a, 
I —  cos' « -4- cos*  a ,  etc.,  celte  formule  pourra  s'écrire 


•iii("+.)«. 


iin(A+  i)«,=itn  «,(»■«»"«,+ A  cos»-'o,  +  B«)a'-*«,-t-...). 

Remplaçons  dans  le  déiermiuani  Di  les  sinus  cgui  y 
entrent  en  fonction  de  ces  oc, ,  et  faisons  sortir  en  dehors 
dn  déterminant  les  facteurs  ain  «« ,  sin  a.,  etc. ,  communs 
respectivement  aux  éléments  de  la  première  ligne,  de  la 
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deuxième,  etc.,  D,  deviendra 


sina.>lna,. 


i'ci>«'k,-1-Aco«'~'b, -»-Bcoi*~'  +  . . .      i*~'oO»*~'B,-+-A'cot*'^«,-+--  -  ■     ÏO 

Or,  d'après  un  principe  duquel  nous  nous  sommes  déjà 
servis,  nous  pourrons  supprimer  les  derniers  termes  de 
ces  éléments,  puis  les  avant-derniers,  et  ainsi  de  suite, 
de  manière  que  chaque  élément  ne  contienne  plus  que 
son  premier  t«nne. 

Faisons  ensuite  sortir  les  puissances  de  a  en  dehors  du 
détenninant,  nous  aurons  enfin 


SILITIM  IBS  QUESTIONS  4«8  RT  i99. 


Question  408. 
Faisant 

le  déterminant  ayant  deux  lignes  égales  s'annule;  donc 
D  a  pour  facteur  a,  ;  on  démontre  de  mène  qu'il  a  pour 
facteur  a*,  etc;  d'ailleurs  les  exposanu  ne  peuvent  dé- 
passer l'unité;  donc 

D  =  (i,n...  .a  ■ 


I)  voit  aussi  que  le  coefficient  est  i 
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Question  409. 


on  rerrent  au  déterminant  précédent^  donc  il  existe  un 
lerme  atatat...a„.  Faisant  ensuite 


a  obtient  le  terme  a,  Hi  a^ . . .  a„ ,  et  ainsi  de  suite. 


NOTE  SIR  LA  QUESTION  4«3 


Pak  h.  p.  CHALUOT, 

Elt*«dD  l;cé«de  VerulIlsa(c}aiH  de  M.  ViDDion). 


Quelle  est  la  forme  générale  de  l'équation  des  surfaces 
qui  passent  par  le  point  [x\  y',  z')  el  par  l'intersection 
des  deux  surJ'aces 

/(■'.  r.  «)  =  o.     T(*.r.  «)  =  û? 

Soit  F  tine  fonction  quelconque  de  x,y,  s.  Il  une  in- 
déterminée arbitraire. 

L'équation  générale  des  surfaces  passant  par  l'intersec- 
Uon  des  deux  surfaces  proposées  pourra  être  représentée 
par 

Exprimons  que  le  point  (x',^',  z')  est  sur  U  surface 

/(*', /'••■) +!?(»■,/,  ■)i(*',y,'')=o, 

d'où 

, A'',  y.'') 
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Par  suite  réquatloo  demandée  est 


mmtH  U  U  «OBSTMN  401 

(loIrLZTl,  p,  wi)i 

Pu  H.  C.  SOUILLART, 

Andeo  éltve  ds  l'École  Normale, 
Et  h.  Emile  MATHIEU, 


Étant  donnée  l'équadon 

(«*  +  j^  +  ï'  —  3*r«)  (^" +r"  +  s"'  —  avj-'  i') 

=  X'  +  T'  +  Z'— 3XTZ, 

trouver  les  valeurs  de  X,  Y,  Z  en  fonction  de  x,jr,  z, 
x'y  y',  z'. 

Le  polynAme  x*  -i-y*  +  x*  —  3  jÇf^r  peut  être  mis  sous 
la  forme  d'un  déterminant. 

Ona 

3a  +  Jr.^.,._3a;/•  =  — 


de  même 


.'•-3*'/»'  =  - 


Od  aura  donc 

(*•  +  j-»  +  ^  —  3*r«)  («'■  +  ^'>  +  ."  —  3**  /tf  ) 

=     J-*'  +  */  +  *•'    JJ-'  +  »»'  +  **'     j-ï*  -i-  Mf*  +  «r' 
*^'  +  «r*  +  ji'     »/'  +  «'  +j-j/     sa*  +  :rx'  -t-^ 
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Si  Ton  po5c 


le  déterminaiit-prodait  devient 


X  Y  Z 
Z  X  Y 
Y     Z     X 


X  Y  Z 
Y  Z  X 
Z     X     Y 


=  X'  +  Y*  +  Z'— 3XY2. 


Les  valeurs  précédentes  de  X ,  Y,  Z  répondent  donc  à 
U  question. 
La  formnle 

{^r-  4- r'  -*-^'-  3:9-ï)  (x'^  +/<  +  î"  -  3.rVi') 

—  X'  +  Y'  +  Z'  — 3XYZ, 
dans  laquelle 


Y  ^  ,t/   +jrz'  ■+.  IX', 

Z  =  j-s'  +  j-^'  +  iy, 

est  nn  cas  particulier  de  la  formule 

^  y  ^ 


I    X  y 


t'.  . 


X     Y     z     U...     R     S     T  j 

Y     Z     U     V.  ..      S     T     X 


/     *'     f' 

f  s'  y 


X     Y     z  . 


R     S 


(■)  C»  rétnltal  eal  ittoneé  dant  VAIgiire  de  M.  Bertrtnd ,  i'  ddition. 
Âmm.  dr  M*lUmatii,Mi,  t.  XVII.  (Mil  iSSS.)  l3 
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dans  laquelle  on  jtose 

X  =  r/' +/*'-+- !/■'-(-.  ..A-sx'  +/X', 
Y  =xj:'+Xt'  +  1/  +...-H  W'  -J-<r', 
Z   =jry-4-j'*'4-ir'  -(-... +  *x' +  (/■', 

Par  exemple,  si  les  détenninanls  sont  du  quatrième 
ordre,  ou  a 

I'-  *"  +  r"  -  «"  +  b"-  4r"*'«'  -  4*'""»'\ 

^V+4^V«'  +  4r'«'t"  +  a«"."-2«V'       / 
—  _  X'  +  T'  —  Z'  +  U*  —  4T'XZ  —  4XU'Z 
+  4X'TU  +  4TUZ'  +  aX'Z  —  aU-Y», 

en  posant 

X  =  *«'  +  x^  +  */'  +  "*'  ' 

Y = *j/ +  j  m' +  m'  -+- «y, 

Z  =*»■'  +  j-a/  +  «*'  +  «'  »', 
U  =  ji*  +  j-y  +  rf"  M-  bb'. 


OBSERVATIONS  86R  LA  SOLUTION  DK  U  «URSTION  195 


Pau  m.  DEWULF. 


L'équation 


se  vérifie  par  des  calcula  qui  ne  sont  ni  longs  ni  com- 
pliqués (t.  XVD,  p.  8i). 
Ed  effet 


d, 

di 

dy 

rfi 

d, 

di 

d^. 

dx. 

dr. 

dr. 

dt. 

d^ 

•if 

Ji 

^- 

d. 

d^' 

*  — 

df 

dà 

Jr, 

*. 

ic. 

d-. 

d.. 

ir. 
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Donc 

De  même 

a:-  =— y,   «-  =  —  /'. 

Les  deux  premières  colonoes  de  —  D  sont  donc  idenii- 
<fK» ,  et,  par  Boite, 


SOIIITIOII  H  lA  «fiBSTlOI  42S  (HOLDITSGH) 


Pu  HM.  Hakh»  LAQUIÈRE  xt  G«»ou  FÉNÉON, 

Ëlères  du  lycée  Stint-LouU. 


Le  grsnd  axe  d'une  ellipse  étant  dans  une  position  ver- 
ticale, tonte  droite  homogène  pesante  passant  par  le  foyer 
et  «'appuyant  par  ses  deux  extrémîtà  sur  l'ellipse  est  en 
équilibre. 


Je  cherche  la  condition  nécessaire  pour  que  la  droite 
MN  homogène  et  pesante  appuyée  par  ses  deuk  extrëmitëa 
sur  les  droites  MA ,  NA  inclinées  des  angles  a  et  0  sur 
l'horizon  soit  en  équilibre. 

La  droite  peut  être  considérée  comme  soumise  à  trois 
forces  :  Â  son  poids  P  appliqué  en  son  milieu  G,  et  aux 
deux  résistances  normales  des  deux  plans.  Pour  l'équi- 
libre, tes  forces  doivent  concourir  sur  la  verticale  menée 


bGpogle 
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parle  milieu  de  la  droite.  Cette  condition  géométrique, 
qui  n'est  réalisée  que  d'une  seule  manière,  caractérise  la 
position  d'équilibre  (*). 

La  question  est  donc  rameuée  à  chercher  les  conditioDS 
auxquelles  doit  satisfaire  la  droite  appuyée  sur  l'ellipse 
pour  que  les  deux  normales'  concourent  sur  la  parallèle 
au  grand  axe  menée  par  te  milieu  de  la  droite. 

Soient 

l'équation  de  l'ellipse,  et 

(.)  ,,  =  «{,_*) 

celle  de  la  droite,  ^  étant  l'abscisse  à  l'origine  que  nous 
déterminerons  par  la  condition  d'équilibre. 

Les  ordonnées  des  points  d'intersection  de  cette  droite 
avee  l'ellipse  seront  les  racines  de  l'équation 


(■)  C'ett  du  rmUi  le  réiulut  que  donne  le  calcul. 

Appelant  i  l'aDgle  d'inci  maison  de  la  droite  MN  tur  l'horizon  et  appli- 
quant lei  éqnaUons  d'équilibre ,  on  arrive  i  la  condiUen 

qui  «at  loajoura  romplie  loieque  lea  normales  aux  deui  plana  en  M  et  N 
concourent  «ar  la  Terticele  du  milieu  G  de  la  droite.  En  efTet,  soient  3I 
la  longueur  de  la  droite  et  m  la  distance  du  point  G  au  point  de  concoura 
n  des  nonnale*;  la  droîle  GR  étant  verticale,  on  a ,  dana  le>  Iriangl» 
MRG.NHO, 

sln^       —  i_        sinn 

COB(^-0~''^™»(«+')' 

sin ^(cosacOBi' ailla aiDi)  =  siDs(cOB^COai  —  sin^  liai). 
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l'À|uatiou  de  ]a  normale  au  point  M  (x',  y') , 


^-■^=S(— '■'■ 


d'où 
L'éqnatioi) 

donnera  l'ordonnée  y,  du  point  d'intersection  des  deux 
normales  en  M  et  N  {:c'',  y"): 
Résolvant , 

mais  les  coordonnées  x',  j'',  x",  y"  satisfaisant  à  l'équa- 
tion (i),  on  a 

mi  +  y         ^  ^mk  +y 

d'où,  substituant, 

J"'  =  ï-,  X  ^-4— 


L'équation  (a)  nous  donne 


y'  y": 


y'  ■¥  y"  _  h* km    I 

et,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  pour  qu'il  y  ait  équi- 
libre, il  faut  que 

donr 

_      c'(a'  — X')w_  h' km 
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on 

^{a>  —  k')  =  b'à', 
d'on 

i=±.e. 

La  droite  doit  donc  passer  par  le  foyer  ;  du  reste  il  est 
évident  qqe  c'est  par  le  foyer  inférieur. 

Nos  calculs  supposent  que  m  est  fini  et  différent  de 
zéro.  Si  ce  coefficient  angulaire  était  nul,  la  droite  serait 
verticale,  se  confondrait  avec  l'axe,  car  A  ne  peut  être 
infini  ;  la  droite  passera  encore  par  le  foyer.  Dans  le  cas 
où  m  serait  infini ,  U  droite  alors  korisontale  est  toujours 
en  équilibre,  car  la  condition  géométrique  est  toujours 
'  satisfaite,  les  deux  normales  se  coupent  sur  l'axs;  de  plus 
les  forces  sont  égales  aux  deux  extrémités  de  la  drmte. 

Ce  cas  est  le  seul  dans  lequel  une  droite  ne  passant  pas 
par  le  fi^cr  puisse  être  en  équilibre,  et  toute  droite  pas- 
sant par  le  foyer  est  en  équilibre. 

Note  du  Rédacteur.  Soient  a  et  i  les  lËstances  de  M 
et  N  à  la  directrice;  c,  d  les  distances  des  mimes  points 
au  foyer;  la  distance  du  centre  de  gravité  de  la  corde  MN 

à  la  directrice  est ,  ou,  d'après  la  propriété  du  foyer, 

m(e-\-d)    ,  „ 

— i ou  m  est  constant,  et  i  on  a 

2 

■    c  +  d<MN. 

Mais,  dans  le  cas  d'équilibre ,  on  sait  queladisUnce  du 
centre  de  gravité  doit  être  un  minimum,  ce  qui  a  lieu 
lorsque  c -I- J  =  MN,  c'est-à-dire  lorsque  la  corde  passe 
par  le  foyer. 
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MTIS  SUR  «UKLQIISS  «LISTIONS  DU  PROfiRJUUU  OrriGilL. 


UCSBKCHE  CES  UaiTBS    d'uRB  AQUITIU»    TKUISCEITDAIITB. 

Lorsqu'on  a  substitué  des  nombres  équidistants  et  as- 
sez voisins  pour  que  les  différences  des  résultats  puissent 
être  considérées  comme  égales  entre  elles  à  partir  d'un 
certain  ordre,  on  contii\ue  V opération  comme  s'il  s'a- 
gissait d'une  équation  algébrique.  (Extrait  du  Pro- 
gramme ojficiel.) 

On  voit  que,  dans  la  recherche  des  racines  d'une  équa- 
tion transcendante,  le  procédé  prescrit  par  le  Pn^ramme 
officiel  se  fonde  sur  cette  proposition  : 

Lorsqu'on  substitue  à  la  variable  ^une fonction  trans- 
cendantOt  continue,  des  nombres  équidistants  et  suffi- 
samment rapprochés  les  uns  des  autres,  les  différences 
des  résultats  de  ces  substitutions ,  à  partir  d'un  certain 
ordre  et  dans  un  certain  intervalle,  présentent  des  va- 
riations assez  petites  pour  qu'on  puisse  en  faire  abstrac- 
tion et  considérer  les  différences  comme  égales  entre 
elles. 

Est-ce  une  proposiiion  qu'on  doive  admettre  comme 
ua  fait  d'expérience,  ou  faut-îl  en  donner  l'explicadon  ? 
Le  Programme  n'en  dit  rien.  Quant  aux  Atgèbres  con* 
formes  au  Programme,  une  seule,  et  à  l'occasion  de  la 
constnictiou  des  Tables  numériques,  contient  quelques 
mots  qui  se  rapportent  à  la  proposition  dont  il  s'agit-, 
nous  les  transcrivons  ici. 

«  n  arrive  en  efTet  presque  toujours  que,  dans  une  série 
u  de  nombres  résultant  d'une  loi  n'gulière  vt  sulTîsam- 
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»  ment  rapprochés  les  uns  des  autres,  les  dillerences 
»  tendcDt  de  plus  cd  plus  vers  1  égalité,  à  mesure  que 
»  leur  ordre  s'élève.  En  négligeant  des  quantités  fort  pc- 
u  tites,  on  pourra,  à  partir  d'un  certain  ordre,  leur 
»  supposer,  dans  un  certain  intervalle ,  une  valeur  inva- 
»  riable,etconstruire  la  Table  comme  s'il  s'agissait  des 
M  valeurs  d'un  polynôme. 

»  Ne  pouvant  donner  ici  la  raison  de  ce  fait  général, 
»  nous  nous  bornerons  à  le  développer  suc  deux  excm- 
»  pies,  u 

II  serait  à  désirer  que  la  Commission  chargée  de  la  ré- 
daction du  Programme  officiel  voulùtbîen  donner  un  peu 
plus  de  développement  à  ce  Programme,  afîn.de  ne  laisser 
subsister  aucun  doute  sur  le  sens  des  énoncés  qu'il  ren- 
ferme. 

Dans  un  remarquable  Rapport  rédigé  par  M.  Le  Ver- 
rier, on  lit  : 

a  En  laissant  toute  latitude  à  cette  Commission,  nous 
)i  exprimons  cependant  le  vœu  qu'elle  se  conforme  aux 
n  bases  que  nous  avons  posées  précédemment. 

»  Elle  devra  restreindre  l'étendue  des  cours  malhéma- 
H  tiques  et  en  éliminer  nombre  de  difficultés  considéra- 
•  M  blés,  aân  ^le  mieux  approprier  la  matière  à  la  mémoire 
«  et  à  l'intelligence  moyenne  des  élèves.  Elle  devra,  au- 
it  tant  qu'il  est  possible ,  introduire  des  exemples,  et  des 
H  applications  puisées  dans  la  pratique. 

»  Il  est  en  outre  de  toule  nécessité  que  sur  chacun  des 
11  cours  elle  fournisse  un  Programme  t)ès~déveIoppé,  en- 
II  trant  daus  des  détails  minutieux,  el  qui  enchaîne  tel- 
H  lement  les  professeurs,  qu'il  leur  soit  impossible  d'en 
»  fausser  l'esprit.  Cette  condition  estdeïoute  rigueur.  » 

Celte  condition  ne  me  semble  pas  avoir  été  rigoureu- 
sement remplie.  G. 
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DÉMONSTRATION  DINE  PROPOSITION 
VSLKmi  AUX  ÉQUATIONS  TRANSCENBANTES. 

Dans  les  Traités  d'Algèbre  on  démontre  ces  deux  pro- 
positions : 

1°.  Si  deux  nombres  a  ,  b,  substitués  à  l'inconnue  x 
d'ane  équation  algébrique  entière 

à  coefficients  réels,  donnent  des  résultats  de  signes  con- 
traires f(tt),  J'(i'),  l'équation  a  au  moins  une  racine 
réelle  comprise  entre  aet  b. 

2°.  Lorsque  deux  nombres  a ,  b  comprennent  entre  eux 
un  nombre  impair  de  racines  réelles  de  l'équation  algé- 
brique 

/(x)=0, 

les  résultats  f{a) ,  y(b)  des  substitutions  de  a  et  &  à  x 
dans  y  (x)  ont  des  signes  contraires,  et  si  le  nombre  des 
racines  réelles  de  l'équaûon 

/(^)  =  o 

comprises  entre  ïi  et  A  est  pair,_/'{rt}  et/(b)  ont  le  même 
signe. 

La  démonstration  que  l'on  donne  de  la  première  de  ces 
propositions  s'applique  à  une  éc[uatîon  transcendante 
dont  le  premier  membre  est  une  fonction  continue  pour 
les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  i..Mai3,  il  n'eu  est 
pas  de  Diâme  du  raisonnement  que  l'on  fait  ordinairement 
pour  établir  la  seconde  proposition ,  il  ne  convient  qu'aux 
équations  algébriques.  Kt  conimr  <>n  se  sert  souvent  de 
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cette  seconde  proposidon  dans  la  recherche  des  racines 
d'une  À{aalîoD  transcendante,  il  nons  semble  udle  de 
faire  Toir  qu'elle  est  encore  vraie  ponr  des  éqoatioiu  de 
cette  nature. 

Dans  tout  ce  qui  va  suivre,  it  sera  supposé  que  les 
fonctions  transcendantes  considérées  sont  continues ,  du 
moins  dans  l'intervalle  des  valeurs  substituées  à  la  va- 
riable. De  plus,  on  admettra  les  définitions  que  nous  al- 
lons faire  connaître. 

Lorsqu'une  racine  a  d'une  équation  transcendante 

y(«)  =  o 

étant  substituée  k  x  dans  la  dérivée/'  {x)  àsf{x)  ne  ré- 
duit pas  à  zéro  cette  dérivée ,  on  dit  que  a  est  une  racine 
simple  de  l'équation 

/W  =  o, 

ou  bien  encore  que  l'équation  n'admet  qu'une  seule  ra- 
cine égale  an. 

Mais,  lorsque  la  substitution  de  x  à  x  annule  ^  (  je*)  et 
un  certain  nombre  (n  — i)  de  ses  dérivées  successives 
/'{x), /"(«),...,  /—  (x),  l'équation 

/{^)  =  o 

est  considérée  comme  ayant  n  racines  égales  à  a.  Suivant 
qu'on  a 

B  =  a,     n  =  3,..., 

la  racine  a  est  nommée  racine  dotible,  racioe  triple,  etc. 
Ces  définitions  admises,  désignons  par  &:,  6,  d,  y,  etc., 
les  valeurs  des  racioes  réelles  d'une  équation  transcen- 
dante 

comprises  entre  deux  nombri-s  donnés  n ,  ft.  Et  supposons 
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d'abord  que  a,  €,  è,  y,  etc.,  représentent  des  racines 
jûn/>2ej.  Nous  allons  faire  voir  que_/(a),/(&)  oitt  des 
signes  contraires  on  le  même  signe,  suivant  que  le  nombre 
des  racines  a ,  S ,  d ,  y,  etc.,  est  impair  ou  pair. 

Pour  plus  de  précision ,  nous  admettrons  qu'on  a  a<^& 
et  que  les  racines  «,  €,  J,  7,  etc.,  soient  rangées  par 
ordre  de  grandeur;  ainsi,  les  nombres  a,  «,  S,  j,  /,..., 
h,  formeront  une  suite  croissante. 

Lorsque  x  varie  depuis  a  jusqu'à  a,  la  fonction  f{x) 
conserve  constamment  le  même  signe ,  puisque  l'équation 

n'a  aucune  racine  comprise  entre  d  et  a.  Il  en  est  de  même 
pour  les  valeurs  de  x  Comprises  entre  deux  des  racine» 
GonsécaUves  a ,  S ,  j,  7,  etc. ,  et  pour  les  valeurs  de  x  com- 
prises entre  la  dernière  de  ces  racines  et  h.  Quand  X 
passe  par  l'une  des  valeurs  «e ,  € ,  etc.,  la  fonction  f[x) 
change  de  signe  en  passant  par  zéro.  En  effet,  nommons 
h  une  quantité  très-petite  ou  susceptible  de  devenir  aussi 
petite  qu'on  voudra.  Si/{a  —  A)et/(a  +  A)  avaient  le 
même  signe,  la  valeur  dey  (a)  qui  est  nulle  serait  néces- 
sairement un  maximum  ou  un  minimum  dej'(x).  Ce 
serait  an  maximum  sij'(<x  —  h)  ety(a  +  A)  étaient  néga' 
tifs,  et  un  minimum  si  le  signe  commun  de  ces  deux  quan- 
tités était  +.  Dans  ces  deux  cas,  il  faudrait,  d'après  un 
principe  connu,  quey'(ix)^o,  ce  qui  est  contraire  i 
rtiypotbèse  puisqne  a  est  une  racine  simple  dej  (x)  ^  o. 
On  voit  donc  qu'en  faisant  croître  x  d'une  manière  con- 
tinue depuu  d  jusqu'à  b ,  lafonctiony(:c]  change  de  signe 
autant  de  fois  qu'il  y  a  de  racines  a,  S ,  7,  etc. ,  comprises 
entre  a  et  A.  D'où  il  faut  conclure  quey(a)  ety{£)  ont 
des  signes  contraires  ou  le  même  signe,  suivant  que  le 
nombre  de  ces  racines  est  impair  ou  pair. 
Supposons  maintenant  que  a  soit  une  rncinc  liouble  de 
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^(x)  =  o,  on  aura 

/(«)  =  o,    /■(■.)  =  o. 
et  le  noiahre/"  (<x)  ne  sera  pas  nul.  Dans  ce  cas,  y  (a) 
est  un  maximum  ou  un  minimum  dej'{x).  Et,  parce  que 
y  (a)  =o,  il  faudra  que  J"  {et  —  A)  etj'(ct-i-h)  aient  le 
même  signe. 

Si  a  est  une  racine  triple,  on  aura 

/{")=«.    /'[«)  =  o,    /"(«)  =  o, 

eiy"  (a)  sera  différent  de  zéro;  alors  y  (a)  ne  peut  être 
ni  un  maximum  ni  un  minimum  dej'[x) ,  et,  par  con- 
séquent, y  (a —  h)  et  y  (a  -+-  h)  auront  des  signes  con- 
traires, ei  ainsi  de  suite;  c'est-à-dire  quey(«  —  A)  et 
J'{a-+-h)  ont  le  même  signe  si  le  nombre  des  racines 
^ales  à  a  est  pair,  et  qucy{«  —  h),J'(a  +  h)  ont  des 
signes  diflîérenls  quand  le  nombre  des  racines  égales  à  a 
est  impair.  De  là  nous  concluons  que  dans  tous  les  cas 
y(a),y(£)  ont  des  signes  contraires,  ou  le  même  signe, 
suivaut  que  le  nombre  des  racines  réelles  de  y  (x)  =^  o 
comprises  entre  a  el  b  est  impair  ou  pair,  en  adoptant 
dans  l'évaluation  du  nombre  des  racines  comprises  entre 
aelb  les  définitions  que  nous  avons  données. 

De  cette  proposition ,  on  peut  immédiatement  conclure 
que  : 

Si  deux  nombres  a  f  h,  substitués  à  x  dant({x),  don- 
nent des  résultats  de  signes  contraires ,  f(a),  f  (b) ,  l'é- 
quation 

/(x)  =  o 

a  un  nombre  impair  de  racines  réelles  comprises  entre  a 
et  h,  et  si  {[a)  e(f  (b)  ont  le  même  signe  ^  les  deux  nom' 
bres  diCth  ne  comprennent  aucune  racine  de  l ^équation, 
ou  ils  en  comprennent  un  nombre  pair.  G. 
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el 


=  {i-«)J  +  3(B- J)-  +,(C-t),  -'Sdj 


B  =  S,  -  ., 
Leur  différence  «t  donc 


Les  deux  courbes  ayant  trois  ordonnées  communes  j'„ 
', ,  y,  pour  x  =  o,x  =  J,J;  =  aO)  on  a 


r.  =  «, 

MulUplîant  ces  équations  respeciivement  par   i ,  4)  ■< 
—  I ,  —  4 ,  —  I ,  ei  ajouunt ,  il  vient 

o=:6(a  — A)-)-6(6  — B)J  +  8{c— €)*>+  larf*'. 

Or  le  second  membre  est  la  valeur  de  M  —  N  multipliée 

par  ji  donc 

M  =  S. 

Ainsi  les  deux  segments  curvilignes  compris  entre  les 
deux  paraboles  sont  équivalents  entre  eux-  Comme,  par 
rapport  k  chaque  courbe ,  l'un  des  segments  est  intérieur 
et  l'autre  extérieur,  les  deux  paraboles  comprennent  la 
même  aire  entre  la  courbe ,  l'axe  des  abtàsses  et  les  deux 
ordonnées  extrêmes  r=o,  x=ai.  Ceci  éunt  démontré, 
les  deux  corollaires  énoncés  sont  évidents. 
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SIGOIWB  SIIUTION  DU  LA  QUESTION  3S3 

(nlrLXVI.p  »ltli 

P*»  M    J.-Cw.  DUPAIN. 
Dans  la  parabole 

on  mène  cinq  ordonnées  équidisUnles  As,  Bi,  Ce,  Dd, 
Ee;  par  les  poinls  A,  C,  E,  on  fait  passer  la  parabole 

(a).  j'  =  A+B3:-HC«', 

je  dis  qne  l'aire  des  deux  courbes  est  la  même.. 

Soit/(x)  le  second  membre  de  (i)  ;  on  peut  écrire 

(3)        r=/(o)  +  '/'(«)  +  |/'(o)  +  ï/-(o), 

l'aire  de  la  prcmiiru  courbe  sera 

jf     %d.=  4V{o)+8J'/'(0)  +  y*'/''(o) 

Le  théorème  de  Simpson  qui  s'applique  exactement  à  la 
seconde  courbe  donne  pour  son  aire 

En  développant/(4d)  etf{2d)  par  la  formule  (3),  on 
retrouve  l'expression  (4)-  c-  Q*  r-  n. 

Observation,  Cette  solution  est  un  cas  particulier  d'un 
calcul  destiné  à  comparer  plusieurs  formules  de  quadra- 
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(  ,o8  ) 
lure  el  faisant  partie  J'un  travail  que  nous  avons  adressé, 
il  y  a  quelque  temps,  à  M.  le  Rédacteur  des  jénnales. 
Le  corollaire  second  s'applique  aussi  à  une  formule  de 
M.  Catalan  [Nouvelles  annales,  t.  X,p.  4i5)etàune 
formule  que  nous  avons  proposée  dans  le  travail  cîlé. 

Note  du  Rédacteur.  Ce  travail  sera  publié  incessam- 
ment. 


ntmmt  Hmmtnm  m  u  TRi6ii«oiSTitn  spflfiUQD» 


Pa«  m.  Emile  PATRY, 
Élève  de  l^ole  Normale  Bopérieure. 


Soient  ABC  un  triangle  sphérique,  OA,  OB,  OC  les 
rayons  menés  au  centre.  Je  mène  AP  perpendiculaire 


sur  OBet  je  projette  le  triangle  OAP  sur  OC.  A  A'  étant 
perpendiculaire  sur  le  plan  BOC,  il  résulte  du  théorème 
des  trois  perpendiculaires  que  la  projection  de  AP  sur  OC 
se  confond  avec  celle  de  A'  P  sur  la  même  droite;  d'ail- 
leurs A'P  est  perpendiculaire  sur  OB.  On  a  donc 
OAcos(0A,,  OC)  — PA'cos(PA',OC)— OPcos{OP,  OC)  =  o, 
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perpendi  col  aire  à  l'arc  bissecteur.  Sur  un  plan ,  on  cber-  , 
cherait  les  points  où  la  tangente  est  parallèle  k  la  bissec- 
trice. Ici  la  question  analogue  consiste  à  trouver  une  cir- 
conférence tangente  qui  coupe  l'arc  bissecteur  à  90  degrés 
de  l'origine  ;  la  latitude  de  ce  point  étant  45  degrés ,  on 
posera 

ou,  en  g    «ikI 

Cette  équation ,  combinée  avec  celle  de  la  courbe,  donne 
les  points  cherchés. 

l^  fulium  sur  un  plan  a  une  asymptote,  c'est-à-dire 
une  tangente  pour  laquelle  les  coordonnées  du  point  do 
contact  sont  inSnies.  Nous  allons  résoudre  la  question 
aoalt^ue  sur  la  sphère  pour  une  courbe  quelconque.  D'a- 
bord ,  pour  avoir  le  coefficient  de  X  dans  l'équation  de  la 
tangente  cherchée,  il  faut  trouver  la  limite  vers  laquelle 

tend  l'expression  —  '  (^r3>\  qnand  x'  et  jr'  deviennent 
inSnies.  Pour  cela ,  divisons  par  x'  les  deux  membres  de 
l'équation  de  la  tangente  et  supposons  ensuite  x'  infini , 
nous  aurons 


•(-îîl?f])  =  -(5)- 


Cette  limite  se  trouvera  comme  dans  la  question  des 
asymptotes  sur  un  plan.  Soit  x  l'expression  supposée 
réelle  qu'on  aura  trouvée  pour  limite;  te  terme  indépen- 
dant de  l'équation  cherchée  sera  la  limite  vers  laquelle 
(end  le  binôme j'' —  aaf  quand  x'  et  j^' deviennent  infi- 
nies. Le  calcul  nn  difTérera  donc  en  rien  de  celui  qu'on 
ferait  pour  la  détermination  des  a<:ympiotes  dans  une 
courbe  plane. 

.4. 
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Dans  le  cas  du  folîum ,  on  trouve 
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origiue  el  faisons  passeï'  les  axes  l'uu  par  A,  l'autre  par  B. 
La  polaire  du  point  A  qui  a  pour,  coordonnas 


/  = 
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D'un  antre  c6té,  U  circonférence  ayant  ce  même  point 
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matioD.  Il  est  aisé  de  voir  que  les  coefficients  de  l'équa- 
tion transforma  se  calculeront  par  les  mêmes  formules 
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rt  les  ïntersecdoDS  de  la  courbe  avec  cvi  axe  par  l'equalioii 
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on  a  de  tn^me 

Ce'hf'  ki~ 
et  enûn  ~       ^     \ 
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quatiuu  générale  cIl's  coniques  taiigenies  à  quatre  circoit' 
iîérencee  données. 
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ronquesdcséquaiioiis  (3),  oa  a  les  valeurs x',  y',  «'des 
coordonnées  du  sommet,  puisque  toutes  ces  retalions  sont 
(lu  premier  degré. 

7.  Comme  dans  l'équation  (6)  l'expi^ssion 

Ci-H-CV  +  Cs' 

est  égale  à  une  quantité  connue ,  nous  verrons,  en  combi- 
nant celte  équation  avec  les  équations  (5),  que  le  déter- 
minant de  x\y'  et  z'  est 

c-f  +  c'*'  +  c"r. 

Si  donc 

(7)  (:A  +  C'*'+c"/"  =  o, 

nous  aurons  un  des  cas  particuliers  que  présentent  les 
surfaces  dénuées  de  centre,  ou  même  une  de  celles  qui 
ont  une  infinité  de  centres,  car  nous  avons  seulement 
supposé  wi  =  o ,  ce  qui  n'exclut  que  les  surface*  ayant  uii 
centre  unique.  Nous  n'insisterons  pas  sur  ces  circon- 
stances. 

8.  Dans  le  cas  où  Ton  a 

on  veri^  directement,  en  comparant  les  relations  corres- 
pondantes 

A'*'  +  BF=;o,      A"-("  +  B*'  =  o 

a»cc  les  e'quaiions  {2)  qui  deviennent  alors 

AV  +  C  _  AV  +  Bs*  +  C  _  By  4-  A"  t*  +  C" 
A        "  A'  A"  ' 

qupx'  est  connu  ainsi  que  h' z'  —  A"  j-'  en  transportant 
i5. 
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ces  valeurs  dans  l'équalion 

A*"~j^„(*'.'-*V)'  +  aC*'+2C/H-aCi'-»-B  =  o, 

on  reconnaîtra  qae  C y'  -i- C x'  est  anssi  une  quantité 
connue ,  et  que  le  déterminant  de^'  et  de  z'  est 

ce  qui  permettra  encore  de  distinguer  certains  cas  par- 
ticnliers.  En  outre,  on  trouvera,  après  (quelques  rédur- 
tions , 


i  les  coordonnées  sont  rectangulaires,  il  reste 


car  U  supposition  k  =  o  donne  alors 

A  =  o. 
Enfin  si  l'on  a  de  plus 

*'  =  o, 
ce  qui  donne 

B  =  o, 

les  équations  (a)  deviennent 

Aj'  +  C  _  A  V  +  C  _  C^ 
A       ~       A'        ~F' 

ce  qoi  détermine  j;'et^' :  il  sufBra  donc  de  transporter 
ces  valeurs  dans  l'équation 

A«"  +  AV  +  aC*'+2Cy  +  aC«'-t-E=:o, 

pour  trouver  x'. 
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9.  Équations  des  pleins  et  des  axes  principaux.  En 
iraniporunt  dans  l'équation  da  plan  polaire  lus  valeurs 
précÀlentes  de  x',  y',  z',  on  aurai  le  plan  tangent  qui 
passe  par  le  sommet,  c'est>i-dire  le  plan  principal  exté- 
rieur. 

On  connaît  déjà  les  équaUons  de  l'axe  diamétral  pas- 
sant par  le  sommet.  Pour  avoir  celles  des  deux  autres  axes, 
observons  que  l'équation  en  f  (t.  XVI,  p.  3i5)  se  réduit 
alors  an  second  degré ,  puisque  tn  =  o  donne  une  racine 
nulle.  De  plus,  les  expressions 

—  (^  —  A')(«cosg»— B')  —  (jcosj'a  —  B)(*co«jy  —  B") 
•*-  (,cos*r-B")'-(*-A)(.-A')  ' 

_(t— A)(icos/«— B)  — (jcosjri  — B')(<cosjy— y) 
(*«)S*r-B-)'-{»-A)(#-A') 

qui  se  déduisent  facilement  des  deux  premières  formes  du 
quotient  s  écrites  à  la  page  indiquée  donnent  pour  les  deux 
valeurs  de  s  les  valeurs  correspondantes  de  ft  et  v ,  ei ,  par 
conséquent,  les  directions  des  axes  extérieurs;  comme  ils 
passent  par  le  sommet,  on  a  donc  leurs  équations,  qui 
feront  connaître  celles  des  plans  principaux  intérieurs. 


SnimON  DB  U  OUKSTiOM  337  (JULES  YIBILLE) 

Pia  H.  LEGRANDAIS, 
Ëlèn  du  Ijcée  Loaia-le-Crind. 


Soit  ABCD  un  quadrilatère  quelconque;  si  par  le  point 
de  concours  T  des  perpendiculaires  élevées  de  deux  som- 
mets consécutifs  A  et  B  sur  les  celés  opposés  AD  et  BC 
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donc  la  question  revient  à  démontrer  que 
BC  _^M 

ïd~eh' 

Je  juralnnge  la  ligne  RS  jusqu'à  sa  rencontre  ni  P  ctQ 
avec  AD  el  BC. 

L'angle  ETlVl  =  OPQ,  car  cee  deux  angle*  ont  mente 
supplément  ATV. 

Mais  le  quadrilatère  EMTN  est  iuscripttbie ,  dono 

ETH  =  ENH  =  OPQ. 
De  plus 

POQ  =  UEN, 

donc  les  deux  triangles  EMN ,  OPQ  sont  semblables  «t 

EN  ~  OP  ■ 
ainsi  il  faut  démontrer  que 

OP_BC 

oq~ad' 

Pour  démoulrer  cette  proposition ,  je  mène  par  le  point 
B ,  Bl  égal  et  parallèle  k  AD  ;  donc 
DI  =  AB. 
Je  dis  que  la  ligne  IC  est  parallèle  à  PQ. 
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Ëd  effet ,  si  par  te  puini  R ,  milieu  de  BD ,  et  par  le 
point  S ,  milieu  de  AC ,  je  mène  RG  et  SF  parallèles  à 
AB ,  ces  lignes  seront  égales  comme  moitiés  de  AB,  et  la 
figure  RGFS  sera  un  parallélogramme^  mais  la  ligne  GF 
est  parallèle  k  IC ,  car  elle  joint  tes  milieux  G  et  F  de  BI 
et  de  BC.  Donc  IC  est  parallèle  à  RS  et  les  deux  triangles 
OPQ  et  6IC  étant  semblables ,  on  a 

BC  _  OQ  1£  _  OQ 


EITRAGTION  ABRÉGER  W  LA  RACINE  €ARRÊB  ; 
pa*  h.  e.  catalan. 


C'est  à  tort  qu'on  attribue  cette  méthode  à  Wantzel 
[Bulletin,  t.Ul,  p.  1 1  )  ^  elle  appartient  à  M.Gei^nne. 

Puisque  l'occasion  s'en  présente,  je  donnerai  ici  une 
seconde  règle,  un  peu  plus  rapide  que  celle  de  M.  Ger- 
gonne  (dont  elle  dérive)  et  qu«  j'ai  enseignée  k  Sainte* 
Barbe,  il  y  a  quinze  à  vingt  ans. 

Déterminez,  à  l'ordinaire,  les  tiçux  premiers  chiffres 
de  la  racine;  carrer  et  retranchez.  Abaissez  les  deiu:  chif- 
fres suivants  ;  séparez  le  dernier;  divisez  la  partie  à  gauche 
par  le  double  de  la  racine  trouvée  ;  vous  aurez  le  troisième 
chiffre  de  la  racine.  Carrez  oe  troisième  chiffre  et  re- 
tranchez du  reste  de  la  division  suivi  du  chiffre  négligé. 
Abaissez  les  quatre  chiffres  suivants,  séparez  les  deux 
derniers;  divisez  la  partie  à  gauche  par  le  double  de  la 
racine  trouvée  ;  vous  aurez  deux  chiffres  de  plus.  Formez 
le  carré  de  cette  nouvelle  partie  de  la  racine;  retranches- 
lé  du  reste  de  la  division  suivi  des  deux  chiffres  négli- 
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gés,  etc.  En  continaKnt  de  la  mëoie  maDière,  tous  Ob' 
tiendrez  encore  quatre  chiffres  de  plus,  puis  huit,  puis 
seize,  etc. 

Noie  du  Rédacteur.  M.  Gei^onne  énonce  cette  mé- 
thode dans  une  Note  à  la  fin  d'un  Mémoire  de  Bobîllier 
[Annales,  t.  XX,  p.  127),  et  M,  Gergonne  dit  que 
M  méthode  peut  s'étendre  k  tous  les  exposants,  comme 
celle  de  Bobîllier  dont  l'énoncé  est  renfermé  dans  ce  ihén- 
rème  : 

Si,  cherchtait  la  racine  m'*"*  d'un  nombre  entier^  on 
a  déjà  obtenu  un  nombre  de  chiffres  qui  soit  au  moins 
égai  au  nombre  de  ceux  qui  restent  à  trouver  augmenté 
du  nombre  d'unités  de  l'exposant,  on  obtiendra  le  su- 
perflu de  la  racine  cherchée  à  moins  d'une  demi-unité 
près,  en  divisant  simplement  le  reste  de  l'opération  par 
m  fois  la  (m  —  tY*""  puissance  de  la  racine  déjà  obtenue 
et  négligeant  le  reste  de  cette  division. 

[Voir  pour  la  racine  cubique,  Nouvelles  Annales, 
t.III,p.  334,  1844,  MiDTii.X,  p.  86,  i85i,MiBVEN- 

«LOSKT.) 

Remarquons  en  passant  que  ces  méthodes  abrégées  de 
calcul  sont  à  Tusage  de  personnes  qui  ne  calculent  pas. 
Les  calculateurs  de  profession  en^loient  les  logarithmes. 
Partout  les  locomotives  sont  préférables  aux  carrioles. 
Car  ors  longa,  vita  brevis  (*}. 


GONIIHISS.  TIIÉ9RÈMS  SDK  LSS  POLURBS. 


Théorème  [ellipse].  Du  p61e  d'une  droite  on  abaisse 

(*)  La*  Tables  de  Crelle  (1B57)  donnant  le*  produita  tous  faiU  de  Irai* 
cklITre*  par  troi*  cbilTre*  aonl  d'iino  commodili  ailr«mr. 
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une  perpendiculaire  sur  cette  polaire;  si  sur  la  partie  da 
petit  axe  de  l'ellipse  interceptée  par  cette  perpendiculaire 
cl  la  polaire,  on  décrit  comme  diamètre  une  circoofé- 
rence,  elle  passe  par  le  pied  de  la  perpendiculaire  et 
par  les  deux  foyers. 

Dans  l'hyperbole ,  on  prend  l'axe  nOD-focal. 

Corollaire.  Les  droite»  menées  du  pied  de  la  perpen- 
diculaire aux  deux  foyers  sont  éfjalemenl  ïnclioéea  sur  la 
polaire  (*). 

Tliéorème.  Etant  données  deux  surfaces  du  second  de- 
gré ayant  les  mêmes  foyers  (**)«  si  l'on  mène  un  [dan 
langent  à  l'une  de  ces  surfaces,  la  perpendiculaire  à  ce 
plan ,  élevée  au  point  de  conuct ,  passe  par  le  ptie  do  plan 
pris  par  rapport  à  la  seconde  surface. 


SUR  LRS  «VAL8S  M  IBSCMTBS; 
Par  m.  STREBOR. 


On  sait  depuis  longtemps ,  d'jprès  M.  Chastes ,  que  si 
deux  paraboles  ayant  mfime  foyer  et  passant  respectire- 
ment  par  deux  points  fixes,  s'entrecoupent  toujours  sous 
un  angle  donné,  leur  intersection  décrira  un  limaçon, 
variété  particulière  des  ovales  cartésiens.  Ces  demiâres 
courbes  peuvent  s'engendrer  dans  toute  leur  généralité 
par  une  construction  semblable ,  savoir  ; 

Soient  daux  paraboles  ayant  même  foyer  et  s'entre- 
coupant  toujours  sous  le  même  angle,  quitouckent  toutes 


,')  On  n'intérera  pas  do  dOmonalralion  Je  ce  thoorême. 
{**)On  entend  par  là  l«  fojen  dei  Ira»  mcUdiis  prineiptlea  au  nombr* 
ile>ji  dam  l'ellipue,  >fUi(ro«ur  le  grand  aie  el  «taux  >nr  le  radjen  aie. 
Hoaio/ocalc  esl  uns  eupreMion  hybride.  Il  laudrail  mitutàirteoHfimlr. 
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tlaux  une  ellipse  dont  on  det  foyers  coïncide  avec  celui 
des  paraboles.  Les  points  d'intersection   de  toutes  les 
paires  de  paraboles  qni  satisfont  à  cette  condition  décri- 
ront d'une  manière  générale  un  ovale  de  Descartes. 


M  PROMIT  H  PLUSIEURS  NOMBRES  CONSÉCUTIFS; 

Par  m.  B«>»  MATHIEU. 


TbéObïke.  Le  produit  de  plusieurs  nombres  consécu- 
"fi 

(«)  «(«+<)(«  +  «)...  ("+/') 

ne  peut  être  une  puissance  parfaite,  si  le  nombre  des 
facteurs  est  >•  ra  —  4  ;  autrement  dit  si  p  esf^n  —  5 . 

Paur  le  démontrer,  nous  nous  appuierons  sur  un  théo- 
rème énoncé  par  M.  Bertrand  et  démontra  par  M.  Tché- 
bîchef. 

Si  n  esl  UQ  nombre  entier  ]>>  7,  il  y  a  au  moins  un 
nombre  premier  compris  entre  n  —  a  et  — 

D'après  cela,  il  existera  un  nombre  premier  compris 

entre  n-t-p4-  i  et — ■  Donc  dans  le  produit  (a), 

il  existera  un  facteur  9  qui  sera  premier,  si  n — i  est 

<; ^ )  ou  si  n  est  <  />  +  5  ou  encore  si  p  est 

]>  n  —  5.  Or  le  produit  (a)  ne  peut  contenir  le  carré  de 
B,  attendu  que  afi  est  ^n  +/';ou  aenetTet 

">         a         ' 
d'où 

59>  «•+-/' 4-3- 


b,  Google 


(  =36) 


b,  Google 


(  "37) 
parallèles  entre  eux;  le  cylindre  parabolique  est  la  seule 
surface  du  second  degré  qui  ait  cette  propriété  :  ou  obtien- 
dra donc  les  relations  chercha  en  exprimant  que  l'équa- 
tion générale  des  plans  diamétraux 

(  -\-(b'm  +  bn  +  a'')s+cm  +  e'n  +  e"  =  o 

représente  des  plans  parallèles,  quelles  que  soient  les 
valeurs  attribuées  aux  coefficients  angulaires  m,  n,  des 
cordes  conjuguées. 

Pour  que  cette  condition  soil  remplie  il  faut  que  les 
rapports  des  coefficients  des  variables  x,^,  z,  dansl'éqna- 
tion  (i),  soient  indépendants  des  quantités  m  et  n.  Ces 
rapports  ont  pour  expressions 

om-hb'n-hb'       am-hb"a  +  b' 
A"ro+<î'n  4- a'      b'  m -h  bn  -t- a"  ^ 

il  faut  donc  qu'on  ait 


d'où 

,   ,  b'b"         ,      bb"         „      bb' 

(a)  a  =  -^,     a-  =  -^,      «    =-^. 

Telles  senties  relations  cbercbées.  On  voit  qu'elles  sont 
au  nombre  de  trois  ;  on  peut  en  conclure  que  le  nombre 
des  conditions  nécessaires  pour  la  détermination  d'un 
cylindre  parabolique  est  six. 

Semarçue.  Les  relations  (a)  donnent  : 

aa'a''  =  bb'b", 
et 

6  i'  i"  =  ab*  =  a'  b''  =  a"b"', 
et  par  suite  ^ 

ab'  ■+  a'  b" -i- 1^  b"^  —  a  a'  a"  —  2  i  A'  ft°  =  o , 
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et:  qui  est  très-juste.  Les  équations  des  trois  polaires  dti 
point  X,  y  sont  donc 

(*  -  «' }  X  +  (7  -  p'  )  Y  =  «'  ^  +  P'r  +  7% 

(x_a')X4-{7-r)Y  =  ''"^  +  rJ'  +  7'. 
OÙ  X,  Y  sont  les  coordonnées  courantes.  De  U  on  dé- 
duit 

(«  -  «-)  X  +  (P  -  r)  T  =  (»"-«)  :r  +  (p--  ^)y, 

d'où  évidemment  , 

X  =  — jT,     Y  =  — j. 

Subsiituant  dans  l'une  quelconque  des  trois  dernières 
équations,  on  trouve 


équation  du  cercle.    ■ 

Noie  du  Bèdacieur.  La  correction  de  M.  Laquièrcest 
très-juste.  Une  inadvertance  et  une  faute  de  calcul  m'ont 
fait  parvenir  à  une  équation  du  quatrième  degré  [voir 
t.  XVI,  p.  a68).  La  proposition  a  été  primiiivementdé- 
montrée  par  J.-B.  Durrande.  Elle  est  ainsi  formulée  : 

La  circonférence  du  cercle  décrit  du  centre  radical  de 
trois  cercles  comme  centre  et  avec  un  rayon  égal  k  la  tan- 
gente menée  de  ce  centre  à  l'un  d'eux ,  est  à  ta  fois  le  lieu 
géométrique  des  points  du  plan  des  trois  cercles  dont  les 
polaires  relatives  à  ces  trois  cercles  concourent  en  un 
même  point  et  le  lieu  géométrique  du  point  de  concours 
des  trois  polaires ,  et  ces  deux  points  sont  constamment 
»ux  extrémités  d'un  même  diamètre  de  ce  cercle  (y^n- 
«o/ejdeGergonne,  t.  XVI,p.  112;  i8a5). 
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Ce  ihéorème  est  suivi  d'un  autre  analogue  pour  quatre 
sphères.  En  général,  lorsque  dans  un  système  d'équations 
entre  des  coordonnées  courantes  et  des  coordonnées  fixes, 
il  j  a  symétrie  entre  les  unes  et  les  autres,  le  résul- 
tat de  l'élimination  reste  le  même  en  rendant  fixes  les 
coordonnées  courantes  et  rendant  courantes  les  coordon- 
nées fixes:  c'est  ce  qui  a  lieu  pour  les  équations  des  trois 
lignes  polaires  ci-dessus ,  et  aussi  pour  les  équations  des 
quatre  plans  polaires  avec  des  sphères. 


NOTS  SUR  UNE  CONIQUE  BT  ^N  CERCLE  IIRECTRUR; 

Pas   m.   E.   LEHOINE, 
ËlèT<  en  Spéciales  du  PrjUnée  impérial  de  li  Rtche. 


1 .  Lemrrut.  Soient  A ,  B ,  C  un  triangle  inscrit  dans 
un  cercle,  O  le  centre  et  H  le  point  de  concours  des  trois 
hauteurs.  Prolongeons  la  droite  AH  jusqu'à  ce  qu'elle 
rencontre  derechef  le  cercle  au  point  L;  on  démontre  fa- 
cilement que  le  côté  BC  passe  par  le  milieu  de  HL. 

2.  Construisons  une  conique  ayant  pour  foyers  les 
deux  points  O  et  H  et  pour  grand  axe  le  rayon  du  cercle 
O  qui  devient  le  cercle  directeur  àe  la  conique.  Le  point  L 
étant  sur  ce  cercle,  H  étant  un  foyer  et  la  droite  BC  étant 
perpendiculaire  è  HL  et  passant  par  son  milieu,  il  s'en- 
suit que  BC  touche  la  conique  au  point  où  ce  c6lé  est 
coupé  par  le  rayon  OL;  par  les  mêmes  raisons,  les  cétés 
AB,  AC  touchent  la  conique;  donc  cette  conique  est  in- 
scrite dans  le  triangle  ABC;  or  lorsqu'un  triangle  et 
même  un  polygone  quelconque  est  à  la  fois  inscrit  dans 
une  conique  et  circonscrit  à   une  seconde  conique,   il 
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exîsie  une  infiDÎté  de  polygones  ifiaés  de  la  même  pro^ 
pri^té.  (PoncBLBT.) 

On  a  donc  le  théorème  qui  suit. 

3.  TaÉoKÈKB.  Si  deux  côtés  d'un  triangle  inscrit 
dans  un  cercle  directeur  touchent  la  conique,  le  troi- 
tièma  côté  la  touchera  également}  un  de  ces  triangles 
est  tel,  que  le  point  de  concouis  de  ses  trois  hauteurs 
coùtciJe  avec  le  second  foyer. 

4.  Il  y  a  trois  cas. 

1^.  Le  triangle  est  acutangle.  Les  deux  points  H  et  O 
sont  alors  dans  l'intéHeur  et  la  conique  est  une  ellipse 
qui  devient  le  cercle  inscrit  lorsque  le  triangle  est  éqnila- 
téral. 

a".  Le  triangle  est  l'ectangle.  La  conique  dégénère  en 
une  droite  qui  va  du  sommet  de  l'angle  droit  au  milieu  de 
l'hypoténuse. 

3°.  Le  triangle  est  obtusangle.  Les  deux  points  H  et 
0  sont  hors  du  triangle  et  la  conique  est  une  hyperbole. 

5.  Tout  point  de  la  conique  est  également  disunt  du 
centre  du  cercle  directeur  et  de  la  circonférence  de  ce 
cercle  :  propriété  qui  subsiste  aussi  dans  la  parabole  oiî 
le  cercle  directeur  devient  la  droite  directrice  ;  le  triangle 
ABC  se  confond  avec  cette  droite ,  et  il  n'y  a  pas  lieu  au 
théorème  ci-dessus. 

iVot0  du  Rédacteur.  M.  Blum  a  fait  voir  par  une  con- 
struction mécanique  ingénieuse  comment  les  cercles  di- 
recteurs et  les  droites  directrices  peuvent  servir  à  décrire 
les  coniques  (t.  II,  p.  60;  i843)  ;  de  là  l'origine  du  nom. 
Je  croîs  que  le  nom  de  directrice  parait  pour  la  première 
fois  dans  le  Traité  des  Coniques  de  l'Hàpital.  îfe  pour- 
rait-on pas ,  par  une  construction  mécanique  et  k  l'aide 
des  plans  directeurs ,  décrire  les  surfaces  du  second  degré? 


An.  4r  HaiUm»!.,  I.  XTU.  (  Joitlal  iS&d.) 
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PROPRIÉTÉS  f  OCALKS  DS8  SliRPA£S8  Hi  BUlXIim  &ÊHI; 
DVni»  HEILERMANN,  om  Cou-bn^, 

(Ha»l.  B/rithi.  B«rlin,  avril  iSSS.) 

1.  Théorème.  Par  un  ;>oinf  quelconque  d'un  ellip- 
soïde passent,  deux  lignes  de  courbure  et  deux  plans 
osculateurs  à  ces  lignes;  ces  plans  coupent  le  grand  axe 
en  deux  points  P  eï  Q  ;  prenons  sur  ce  même  axe  deux 
points  FetPà  égale  dislance  du  centre,  tels,  que  les 
quatre  points  F,  P,  Q,  V  forment  une  relation  barmo- 
nîque  ;  les  points  F  et  F'  sont  fixes,  quel  que  soit  le  point 
de  l'ellipsoïde.  Ifommons  ces  points  focaux. 

2.  Si  par  les  poiuU  F  cl  P  et  par  l'intersection  de» 
deux  plans  osculateurs  on  mène  deux  plans,  les  angles 
qu'ils  forment  entre  eux  sont  partagés  en  parties  égales 
par  les  plans  osculateurs. 

3.  Les  normales  k  la  surface  menées  par  les  ombilics 
coupent  le  grand  axe  aux  deux  points  focaux  F  et  P. 

i.  Deux  spbères  qui  ont  pour  rayons  ces  normales  et 
pour  centre  F  et  F'  sont  égales  et  touchent  la  surface 
■ux  ombilics;  elles  sont  les  sphères  Jocales. 

5.  Une  Ungente  menée  à  l'une  quelconque  de  ces 
sphères  par  un  point  de  la  surface  est  un  rayon  Jbcal. 

6.  Un  hyperbolotde  confocal  coupe  l'ellipse  suivant 
une  ligne  de  cotirbure,  et  vice  versd  chaque  ligne  de 
courbure  est  l'intersection  de  l'ellipsoïde  avec  un  hyperbo- 
loïdc  confocal.  Le  plan  polaire  d'un  foyer  pris  par  rapport 
à  cet  hyperboloïde  est  nommé /'/an  directeur,  La  distance 
des  deux  points  focaux, divisée  pari' axe  transversc  de  l'hy- 
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perboloïde,  e»i  dite  l'excentricité  de  la  ligne  de  courbure. 

7.  Théobèhe.  Pour  un  point  quelconque  d'une  ligne 
de  courbure,  le  rayon  focal,  mené  toujours  à  la  même 
sphère  Jbcatey  étant  divisé  par  la  distance  du  point  aa 
plan  directeur,  donne  pour  quotient  l'excentricité  de  la 
ligne  de  courbure. 

8.  TatoBÈME.  Pour  tous  les  points  d'une  ligne  do 
courbure,  et  selon  qu'elle  appartient  à  Vun  ou  à  l'autre 
système,  la  somme  ou  la  différence  des  rayons  focaux 
menés  aux  deux  sphères  focales  est  constante. 

9.  U  existe  aussi  deux  foyers  sur  le  petic  axe  et  deux 
autres  imaginaires  sur  l'axe  moyen,  et  sont  doués  des 
mêmes  propriétés. 

10.  En  prenant  les  carrés  des  trois  axes  principaux  dans 
les  surfaces  à  centre,  le  plus  grand  carié  désigne  le  grand 
axe,  le  plus  petit  carré  le  petit  axe,  et  le  carré  moyen  le 
moyen  axe;  ainsi  compris,  on  a  les  mêmes  propriétés  sur 
toutes  les  surfaces  du  deuxième  ordre  à  centre. 

Note.  Ces  importanls  théorèmes  ne  sont  qu'énoncés  ; 
l'autear  publiera  les  démonstrations^  ils  sont  analogues 
aux  remarquables  théorèmes  de  M.  l'abbé  Sauze  (p.  35  et 
36),  et  que  M.  Chaslcs  a  découverts  en  i838  par  une 
antre  voie  [NoM-elles  annales,  t.  VI,  p.  23o). 
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pROBLkxB.  Déterminer  les  foyers  dans  une  courbe 
sphérique  du  second  degré,  la  courbe  étant  rapportée  à 
son  centre  et  à  ses  axes. 
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Nous  appelleroasyb^eruDpoiDttel,  (jue  U  UDgente de 
sa  distance  i,  à  un  point  quelconque  de  la  courbe,  soit 
uue  fonction  ratioauelle  de  l'abscisse  du  point,  de  la 
forme  - 
coordonnées  du  point  inconnu,  i 


unï3=  ^^J'-rJ-^-i'-'^y+f.r^-y^)', 

"  !+//'  +  «*' 

Le  dénominateur  éunt  rationnel ,  il  faut  que  le  namëra' 
leur  le  soit;  d'où  l'on  conclura  comme  sur  un  plan  que^ 
doit  être  nul ,  et  si  on  remplace  jr'  par  sa  valeur  tirée  de 
l'équation  de  la  courbe,  la  quantité  qu'on  trouvera  sous 
le  radical  devra  être  un  carré,  ce  qui  donne 


d'où  il  i-ésulte  qu'on  doit  avoir 

Si  on  désigne  par  y  la  distance  du  centre  au  foyer,  et  par 
aet€lesdeuïdemi-aies,on  tire  de  l'équation  précédente 


les  foyers  s'obtiennent  donc  comme  pour  l'ellipse  plane, 
en  coiutruisant  un  triangle  rectangle  dont  on  connaît 
l'hypoténuse  ci  un  c6té.  Quant  a  l'expression  de  langJ, 
elle  devient ,  en  appelant  c  la  tangente  de  l'arc  y, 
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«Q  trouve 

taiH{iï=:«iig{a  — y), 
ou 

Si  CD  appelle  f  la  diilance  du  point  de  la  courbe  à  l'autre 
foyer,  on  aura 

<-  =  .  +  ,; 
donc 

»  +  »'=».. 
On  a  aussi 

anj— _  =  ,i 

4'où  t'oa  voit  qu'on  a 

On  peut  te  proposer  le  problème  inverse,  c'est-i-dire 
cbercber  le  lieu  des  points  têts,  que  la  somme  de  leurs 
dialances  k  deux  points  fixes  soit  constante;  on  retombe 
sur  r^nation  de  l'ellipse. 

Quand  la  courbe  n'est  pas  rapportée  à  ses  axes,  on  ap- 
peWc  Jojrerjut  point  tel,  que  la  ungente  de  sa  distance  (i) 
k  UQ  point  quelconque  de  la  courbe  est  une  fonction  ra- 
tionnelle des  tangentes  des  coordonnées  de  ce  point,  de  la 


forme  ~ -; — —  ;  d'après  l'expression  trouvée  pour 

tang  d,  on  doit  donc  avoir 

{mjr  +  nx+p)'  =  {y  —  j-')'"*-  (*  — «"j'  +  O*'  -  /'*}'■ 

Cette  équation  devant  avoir  lieu  pour  tous  les  points  de 
la  courbe,  est  identique  à  l'équation  de  la  courbe,  ce  qui 
donne  cinq  relations  pour  déterminer  les  cinq  inconnues 
m,  n,  p,  .rf,y'.  On  peut  prendre  des  coefficients  xjucL- 


b,  Google 


(»4«) 
conques  ;  maïs,  pour  abréger  le  calcul  «t  la  discussion ,  nous 
supposerons  la  coui'be  rapportée  k  son  centre  intérieur, 
ce  qnî  donnera 

D=E  =  o     et     B'<4AC, 
d'où 

F<o, 

pour  qu'il  j  ait  une  courhe  réelle.  Les  équations  à  ré- 
soudre seront  donc 


(') 

mp  +  j 

=  o, 

iip  +  x'  = 

m'- 

*î 

—  1 

n'—x',  — 

(") 

=  ll= 

~Â~ 

r'^) 

C 

.P'-<- 

~B 

~            F 

les  deux 

premières 

donnent 

d'où 

/  = 

~ 

mp, 

y  _ 

^=-„p 

Ce  qui  fait  voir  déjà  que  les  points  demandés  sont  sur  la 
circonférence  d'un  grand  cercle  passant  par  le  centre  et 
perpendiculaire  au  cercle  qui  aurait  pour  équation 

Celte  circonférence,  contenant  les  points  demandés,  sera 
connue  quand  nous  aurons  calculé  le  rapport  —  On  tire 
aussi  des  équations 

(0  ','+/.•=/'■(».■  +  "■), 

ce  qui  place  les  points  demandas  sur  un  second   cercle 
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concCDtrîque  i  la  courbe,  et  qui  sera  connu  quand  nous 
aurons  trouvé  p'  et  m*  +  n*. 

Pour  avoir  le  rapport  —>  je  remplace  dans  les  équa- 
tions (3)  x"  tt  y  par  leui-3  valeurs,  ce  qui  donne 
/        m'^n'p'-  I  _n^  —  m'p'—i 


(3) 


_2mn[i-hp')_p'(i--m'  —  n^) 


Si  je  divise  dans  les  deux  premiers  rapports  la  différence 
des  aumérateurs  par  celle  des  dénominateurs,  j'aurai  un 
rapport  que  je  pourrai  égaler  au  troisième,  j'aurai  donc 

m_^_  3(A  — C)_ 

posant 

j'aurai  l'équation 

Il  faut  choisir  celle  des  valeurs  de  s  qui  convient  à  la 
question  5  or  nous  avons  B*  <^  4  AC,  d'où  il  est  aisé  de 
conriureque  1  —  m' —  n*  est  positif,  et,  d'après  le  signe 
de  F,  que  le  produit  irin  est  de  signe  contraire  À  celui 

de  B;  il  en  sera  de  même  pour  — •  Ainsi  îl  faut  prendre 

celle  des  valeurs  de  x  qui  est  de  signe  contraire  avec  B. 
Soit,  pour  fixer  les  idées,  B  <[  ô,  nous  prendrons  la  racine 
positive;  et,  sï  nous  supposops  A<|C,  ce  sera  la  plun 
grande:  clic  sera  donc  supérieureà  t  ;  soit  a  cette  racine, 
nom  aurons  m  =  na.  Maintenant  régalilé  des  <loux  prc 
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i  rapports  (  3  )  nous  donne 


portant  cette  valeur  dans  l'équation  formée  par  le  premier 
el  le  dernier  rapport,  et  posant  m  =  net,  nous  obtenons 

._  C-A 

"  -..(C-F)-(A-F)' 

expression  évidemment  positive  \  d'où 

«'{C-A] 


'"  — „>(C  — F)  — {A  — F)  ^         C  — A«' 

Pour  que  cette  dernière  expression  soit  positive,  it  fant 
qu'on  ait 

condition  qni  est  satisfaite;  car  si  nous  remplaçons  dans 
l'équation  qui  donne  «,  celte  lettre  par  v/t-j  nous  obte- 
nons un  résultat  n^atif  ;  donc  (/-r  tombeenlre  les  deux 

racines,  la  positive  ou  a  est  donc  plus  grande  que  i/*r' 

Déterminer  la  directrice  dans  une  courbe  quelconifue 
du  second  degré.  Si  nous  appelons  9  la  distance  d'un 
point  quelconque  de  la  courbe  à  la  circonférence  qui  a 
pour  équation 

my-Jrnx-Irp  —  o, 

nous  aurons,  d'après  une  des  formules  précédentes, 

sm  i =.   ,  ,  ,  ■        ,       ^ 
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Nous  avons  àéji  pour  la  distance  du  même  point  de  la 
courbe  an  foyer 

v^ï~^+^"ï^+^  ^1+ «; -h /î 
d'où  ^ 

tiaS  ~  ^m'  -i.n'  +  d' 
quantité  constante. 

Donc ,  étant  donnée  une  courbe  sphérique  du  second 
d^ré  et  nn  de  ses  foyers,  on  peut  trouver  une  circonfé- 
rence degrand  cercle  telle,  que  lea  sinus  des  distances  d'un 
point  de  la  courbe  à  cette  circonférence  et  au  foyer  donné 
soient  dans  un  rapport  constant.  On  aura  donc  deux  di- 
rectrices correspondantes  chacune  à  chaque  foyer,  et, 
pour  avoir  l'équation  d'une  directrice,  il  suffit  d'égaler  à 
zéro  le  numérateur  de  la  fraction  rationnelle  qui  donne 
la  tangeute  de  la  distance  d'un  point  au  foyer.  Ainsi, 
quand  la  courbe  est  rapportée  à  ses  axes,  on  trouve 


tBDg  3  =  —  ■■  — • 
L'équation  d'ane  des  directrices  est  donc 


ce  qui  montre  que  la  directrice  est  la  polaire  du  foyer, 
comme  ou  peut  le  démontrer  aussi  sur  l'équation  géné- 
rale. Pour  obtenir  géométriquement  la  directrice,  il  suf- 
fira donc  d'élever  par  le  foyer  nn  arc  perpendiculaire  i 
l'axe  jusqu'à  la  rencontre  du  cercle  principal,  de  mener 
«  ce  cercle  par  le  point  de  rencontre  un  arc  tangent,  qu'on 
prolongera  jusqu'à  l'ase;  on  aura  ainsi  le  pied  de  la  di- 
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recirice,  ce  qui  aufâra  pour  la  déterminer.  L'expresiion 
de  tang  d  douoe  encore 


en  appelant  f  la  distance  du  centre  à  la  directrice,  y  celle 
du  centre  au  foyer,  et  çc  le  demi-axe  des  foyers. 

Théorème.  Si  une  circonférence  de  grand  cercle  coupe 
la  courbe  en  deux  points  A  et  B,  et  si  on  la  prolonge  jus- 
qu'à  ta  rencontre  de  la  directrice  en  C,  l'arc  qui  joindra 
le  point  C  au  foyer  F  correspondant  à  cette  directrice, 
divisera  en  deux  parties  égales  l'angle  extérieur  du 
triangle  ABP. 

Se  démontre  comme  sur  un  plan. 

Corollaire.  Si  l'arc  qu'on  prolonge  jusqu'à  la  dircc- 
Iriceest  tangent  à  la  courbe  au  point  A,  l'angle  AFCscra 
droit;  d'où  il  résulte  x]ue  la  polaire  d'un  point  C  de  la  di- 
rectrice passe  au  foyer,  et  fait  un  angle  droit  avec  i'arc 
qui  joint  le  point  C  au  foyer.  De  là  un  moyen  graphique 
de  meaer  une  tangente  à  la  courbe  par  un  point  de  son 
rontour,  et  aussi  par  un  point  quelconque.  En  effet,  soit  A 
ce  point  ;  supposons  le  problème  résolu  et  soient  m  et  n  les 
points  où  la  polaire  de  A  coupe  les  deux  directrices,  joi- 
gnons A  aufoyer  F,  et  concevons  cet  arc  prolongé  jusqu'à 
re  qu'il  coupe  la  directrice  correspondante;  soit  D  le 
jtoint  de  rencontre,  les  trois  points  A,F,  D  étant  sur  une 
même  circonférence,  leurs  {wlaires  passent  au  même 
point  ;  or  la  polaire  du  foyer  est  la  directrice,  et  la  po- 
laire du  point  D  est  une  circonférence  menée  par  F  per- 
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peDdicuIairement  k  l'arc  AFD  :  donc  ta  rencontre  de  cet 
arc  avec  la  directrice  donnera  le  point  a.  Le  point  m  se 
trouvera  de  même,  en  joignant  A  au  deuxième  foyer  F*, 
et  en  menant  snr  ÂF'  un  arc  perpendiculaire  prolongé 
jusqu'à  la  deuxième  directrice;  on  joindra  ensuite  les 
pointa  m  et  n  par  un  arc  de  grand  cercle  qui  sera  en  gé- 
néral la  polaire  du  point  A.  Les  points  de  conuct  seront 
à  l'intersection  de  cette  circonférence  polaire  avec  la 
courbe.  Si  la  courbe  n'est  pas  tracée  et  qu'on  connaisse 
ses  foyers  et  l'axe,  ou  pourra  trouver  les  deux  points  de 
reucoDtre  géométriquement. 

PaoBLÈMs.  Étant  donnés  imfoyer^  sa  directrice  et  un 
point  A,  construire  la  courbe. 

Si  du  foyer  F  nous  abaissons  sur  la  directrice  un  arc 
|terpcndicuUire  coupant  la  directrice  au  point  m,  nous 
aurons  ainsi  la  direction  de  l'axe;  pour  trouver  les  som- 
mets, abaissons  du  point  A  une  perpendiculaire  sur  la 
(iirecirice,  soît  P  son  pied.  Menons  la  bissectrice  AD  de 
l'angle  PAF;  le  point  I)  divisera  l'arc  FB  en  deux  parties, 
dont  les  sinus  seront  comme  sinus  AP  est  à  sinus  AF. 
Pour  avoir  un  sommet,  il  suffit  doné  de  diviser  l'arc  Fm 
(le  ta  même  manière.  Pour  cela,  il  faut  prendre  à  partir 
du  milieu  I  de  m  P  un  arc  IH  d'un  quadrant,  et  joindre 
H  au  point  D,  la  rencontre  de  l'arc  HD  avec  l'axe  sera  un 
des  sommets }  faites  la  même  construction  après  avoir 
tracé  la  bissectrice  extérieure  au  sommet  A  du  triangle 
PAD,  vous  aurez  te  second  sommet  de  la  courbe. 

PxoBLCHs.  Etant  donnés  un  foyer  F  et  trois  points  A, 
B,  C  d'une  conique  sphéri^ue^  la  construire. 

La  construction  g^mélrique  qu'on  emploie  sur  un 
plan  s'applique  sur  la  sphère  et  donne  quatre  solutions. 
Nous  allons  indiquer  la  solution  analytique.  Si  nous  pre- 
nons le  foyer  comme  origine  da  roordonnées  et  des  axes 
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recUngles,  l'équation  de  la  courbe  sera 

X' -\- y' =s  (my^  +  nx  +p)', 

m,  n,  p  sont  les  inconnues.  Soient  a  et  S^es  Ungentes  des 
coordonnées  du  premier  point,  et  d  la  tangente  de  sa 
distance  au  foyer,  etc.,  nous  aurons  les  trois  équalions 

±*  =/ne  +««  +p, 

±i'  =  me  +  n<i'+p, 

±r=:  «6-+ »«"  +  ;.. 

Prenons  d'abord  les  signes  mpérieurs,  nous  aurons  faci- 
lement m,  n  et  p^  sous  la  forme 

AJ  +  Bf-t-C**.... 

Si  nons  prenons  les  doubles  signes  pour  ^  et  d"  seule- 
ment, nous  aurons  quatre  systèmes  de  valeurs  pour 
m,  n,  p.  Quant  à  prendre  le  double  signe  pour  d,  cela 
reviendrait  i  changer  k  la  fois  les  signes  de  m,  de  n  et 
de;^,  ce  qui  donne  les  mAmes  directrices  et  par  suite  les 
quatre  mêmes  courbes. 

Lbkme  I.  Étant  donnés  deux  points  A  «<  B,  trouver' 
le  lieu  du  point  M  tel,  que  l'angle  AMB  soit  droit. 

Prenons  pour  origine  le  point  milieu  de  l'arc  AB,  ap- 
pelons 3a  la  distance  AB  que  je  supposerai  moindre 
qu'un  quadrant,  x  la  latitude  de  m  et  x  sa  longitude  ou 
son  abscisse,  nous  avons  par  une  propriété  connue  du 
triangle  rectangle 

sin'z  =  tang(d  +  «).lang(<i  —  «). 

C'est  l'équation  du  lieu,  mais  il  faut  quelques  transfor- 
mations pour  reconnaitre  la  nature  de  la  courbe.  On  a 
d'abord 

■   •    _  fng'a  —  tang'j 
~"   .1  — /'atang'ff  ' 
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delà 

taDg's(i  —  tang'(i)-i-sin'ir=:cos'xung*a; 

ai  nous  projeloas  l'arc  z  sur  l'axe  dea^  et  que  nous  appe- 
lions Y  la  tangeote  de  la  projection,  nous  trouverons 


m 

ou 

:,  plus  simplement. 

?^ 

en 

posant 

sin'fl 

C'est  donc  une  ellipse  sphérique;  les  foyers  se  trouvent 
sur  l'axe  àesy. 

Remarque.  Si  on  prend  pour  origine  le  point  A,  on 
arrive  plus  simplement  encore  au  r^nllat  qui  est 

*"  + J-' —  Kxr=o. 
A  exprime  la  Ungente  de  l'arc  donné  AB. 

Lehms  II-  Etant  donnés  deux  points  A  et  B,  trouver 
le  lieu  du  point  m  tel,  que  les  sinus  des  distances  de  m 
à  A  et  àB  soient  dans  un  rapport  donné. 

Ce  problème,  comme  dans  la  géométrie  plane,  se  ra- 
mèue  au  précédent.  Le  lieu  est  donc  une  ellipse  spbérique. 

PaoBi-BiiE.  Étant  donnés  la  directrice  d'une  conique 
ipkériqueet  deux  points  A,  B,  trouver  le  lieu  du  foyer. 

Ce  problème  se  ramène  facilement  à  trouver  le  lieu  des 
poinu  tels,  que  les  sinus  de  leara  distances  aux  poiuis 
donnés  soient  comme  les  sinus  des  distances  de  chaque 
point  k  la  directrice.  Le  lien  est  donc  une  ellipse  dont 
l'a«e  est  dirigé  suivanl  l'trc  ABj  une  extrémité  de  cet  axe 
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est  à  la  reucoatre  0  de  l'arc  AB  prolongé  jusqu'à  U  di- 
rectrice. On  peut  (l'ouver  l'autre  extrémité  par  la  con- 
struction suivante  :  Abaissez  des  points  A ,  B  les  arcs  AA', 
B6'  perpendiculaires  à  la  directrice;  soit  O  leur  ren- 
contre ;  joignes  le  point  O  à  la  rencontre  des  diagonales 
du  quadrilatère  ABA'6'  par  an  arc  coupant  AB  en  un 
point  D:  les  quatre  points  C,  A,  D,  B  sont  harmoniqnes; 
donc  on  a 


Donc  le  point  D  est  un  point  du  Heu  demandé;  il  en  est 
de  même  de  sa  projection  D'  sur  la  directrice.  On  pourra 
trouver  le  second  axe  géomél  riquement  au  moyen  de  celte 
propriété  évideniù  du  cercle  principal  :  les  tangentes  des 
ordonnées  de  deux  points  correspondants  dans  la  courbe 
Cl  le  cercle  principal  sont  comme  les  tangentes  des  deux 
demi-axes  de  la  courbe. 

PnoBLtUE.  Etant  donnés  la  directrice  et  trois  points, 
construire  la  courbe. 

Ce  problème ,  d'après  re  qui  précède,  se  ramènera  à 
constiuire  deuil  ellipses  dont  l'interseclion  donnera  le 
foyer.  Si  l'on  voulait  le  résoudre  par  t'analyse,  ou  pour- 
rait prendre  la  dii'eclrice  pour  axe  des^.,  et  l'équation  de 
la  courbe  serait 

,r',  y  désignant  les  tangentes  des  coordonnées  du  foyer. 
Les  coordonnées  des  trois  jioinis  devant  vérifier  cette 
équation,  on  serait  conduit  à  résoudre  trois  équations  à 
trois  inconnues ,  ri  s'élimine  immédiatement ,  et  il  reste 
deux  équations  du  second  degré  entre  x'  et  y'  dont  cha- 
cune représente  une  des  ellipses  ci-dessus  indiquées. 
Propriétés  de  l'eilipse  rapportée  à  ses  axes.  On  a  vu 
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qu'elle  avait  pour  équation 

Si  sur  AB  comme  diaoïètre  on  décrit  un  cercle  qn'on  appel- 


lera cercla  principal,  on  aura,  entre  les  ordonnéesYct^ 
de  ce  cercle  et  de  l'ellipse  correspondantes  à  une  même 
abscisse,  la  relation 


Cette  relaliou  a  également  lieu  pour  les  arcs  latitudes 
de»  deux  points  ou  leurs  projections  sur  l'axe  des^.  De  là 
résulte  un  moyen  de  construire  l'ellipse  par  points  quand 
on  conuB-it  ses  axes.  On  mènera  par  un  point  M  quel- 
conque du  cercle  principal  l'ordonnée  MD  \  on  joindra 
P  et  M  par  un  arc  de  grand  cercle  qu'on  prolongera  jus- 
qu'à la  rencontre  de  l'axe  AB  en  H;  on  joindra  CH  par 
un  arc  qui  coupera  l'ordonnée  MD  en  on  point  N.  Ce 
point  appartiendra  à  la  courbe. 

Si  l'on  joint  deux  points  M,  N  de  l'ellipse  par  un  arc  de 
grand  cercle  et  les  points  correspondants  du  cercle  piio- 
cipal  par  un  second  arc  M',  N',  ces  deux  arcs  Tiendront 
couper  l'axe  commim  au  même  point.  Si  les  deux  poini» 
M  et  A  sont  supposés  infiniment  voisins ,  on  aura  le  corol- 
laire suivant  : 

Deux  tangentes  menées  l'une  à  l'ellipse,  l'autre  au  cer- 
cle principal  en  des  points  correspondants  coupent  l'axe 
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GODtmiin  au  même  poiat.  Ce  qui  donne  un  moyeu  gëotné- 
trique  de  faïi-e  passer  par  un  point  quelconque  une  tan- 
gente k  une  ellipse  sphërique ,  et  aussi  de  mener  une  tan- 
gente Gommuoe  à  deux  ellipes  ayant  leurs  axes  a,  a' sur 
un  ménie  cercle,  et  les  tangentes  des  quatre  axes  étant 
données  en  proportion'. 

Problème.  Etant  donnés  /es  ïiirections  des  axes  d'une 
ellipse  et  deux  points,  trouver  la  grandeur  des  axes. 
Soient  Â  et  B  les  points  donnés ,  A'  et  B'  les  points  cor- 


respondants du  cercle  principal  supposé  connu, C  et  C  les 
points  symétriques  de  B  et  B',  X  la  rencontre  de  l'ai-c  ÂB 
avec  l'axe  OX ,  Y  la  rencontre  du  même  axe  avec  l'arc  AC 
ou  a  vif  c  A'C,  enSn  P  la  rencontre  des  arcs  A'Â  et  B'B. 
D'après  un  théorème  démontré  plus  haut  sur  les  sécantes 
menées  d'un  même  pointX,  l'arc  PY  sera  la  polaire  de  X. 
Soit  T  le  point  oùcette  polaire  coupe  le  cercle,  le  triangle 
OTX  sera  rectangle  et  donnera 

tang  OX .  tangOY  =  lang' ,  OT  =  tang'  a 

{a  étant  le  demi-aXe  sur  OX).  On  construira  donc  a  en 
se  servant  du  théorème  sur  la  sécante  et  la  tangente  )n 
cercle  menées  d'un  même  point.  L'autre  axe  se  trouve  de 
même. 
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Problèhb.  On  tloitno  un  fies  axes  d'une  ellipse  en 
lUrection  et  trois  points ,  trouver  le  centre  et  les  axes  eu 
grandeur. 

Soieot  A  ,  B ,  C  les  points  doDiiés ,  MN  la  direction  de. 
l'axe  a  inconnu,  et  O  le  centre  supposé  connu  ;  soit  en- 


core B'  le  symétrique  de  B;  prolongez  les  arcs  ÂB  et  AC 
jusqu'à  la  rencontre  de  l'axe  aux  poinu  X ,  X'.  On  aura , 
d'après  le  problème  précédent,  • 

tang'tt  =  tan^j'OX.  tangOT. 

Opérant  de  même  sur  les  points  A  etC,  nous  aurons 

tan^'a  ^  langOX'.tangOY', 

Si  nous  prenons 

0Z  =  2OT,     0N  =  20X,     OZ'=20Y',     0M  =  30X', 

et  que  sur  ZN  pris  pour  arc  nous  décrivions  un  cercle  et 
un  autre  sur  mZ\  il  suffira  de  construire  Taxe  radical  de 
cei  deux  cercles,  et  son  intersection  avec  MN  donnera  le 
centre.  La  tangente  menée  de  ce  point  à  l'un  des  cercles 
fera  connaître  le  demi-axe  a. 

TaÉOHÈifC.  Dans  une  ellipse,  les  tangentes  carrées 
des  latitudes  de  deux  points  sont  cqmme  les  produits 
des  sinus  des  segments  déterminés  sur  l'axe  par  les  or- 
données des  deux  points. 
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Si  dans  l'équalîon  de  l'ellipse  uous  remplaçons  l'or- 
donnée gëométri(|ue  par  la  latitude,  il  faudra  au  Heu  àey 

mettre  — rs>  ce  qui  transforme  réquatioo  et  donne 


iï(n-+-*}sin(«  —  x) 


yj       sin'a  —  sin'^'       sin  (a  +  j/}  sin(a  —  ^') 

Diamèii-es  dans  Veltipse  sphérique. 

^n  par  un  point  A  situé  à  go  degrés  du  ceutre  on  mène 
un  arc  sécant  aux  points  B  et  C,  qu'on  détermine  le 
centre  sf^érique  des  moyennes  distances  des  points  B  et 
C,  c'est-à-dire  un  point  tel,  qu'on  ait 

MneX  =  "^8"'-^ '*"«"' 

le  lieu  du  ce  centic  sera  une  circonférence  de  grand  cercle 
passant  au  centre  :  on  la  nomme  diamèire  relatif  anx 
corde»  partant  de  A.  En  effet,  a[^lons  A  la  tangente 
de  la  latitude  de  A,  l'équation  de  toute  circonrérence 
passant  par  le  point  donné  sera 

X=hx+b. 

Combinons  cette  équation  avec  celle  de  la  courbe  et  pre- 
nons la  demi-aomme  des  racines ,  puis  éliminons  S;  nous 
aurons  comme  sur  un  plan 

ce  qu'on  avait  énoncé.  Soit  A'  le  coefficient  de  cette  cir- 
conféi%nce ,  nous  aurons 
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On  voit  d'après  celle  relation  que  ai  l'on  preud  sur  le 
diamètre  MN  une  longueur  OD  =->  les  cordes  menées 
du  point  D  auront  pour  diamèire  OA.  Ainsi  les  deux 


cercles  OA  et  OD  sont  tels,  que  chacun  est  le  diamètre 
des  cordes  concourant  avec  l'aulreà  90  degrés  du  centre. 
On  les  nomme  rfinmètres  conjugués.  Si  l'on  joint  A  aux 
pointi  M  ei  N ,  on  a  évidemment  deux  tangentes ,  en  sorte 
que  la  polaire  d'un  point  A  à  go  degrés  du  centre  n'est 
autre  que  le  diamètre  des  cordes  menées  de  ce  point.  Si 
par  le  point  C,  extrémité  de  l'axe,  on  lui  mène  un  arc 
perpendiculaire  prolongé  jusqu'n  la  rencontre  de  deux 
diamètres  conjugués,  puis  qu'on  projette  les  arcs  CL, 
CN'  sur  l'autre  axe,  on  aura,  en  nommant  p  et  f>'  les 
tangentes  en  valeur  absolue  de  ces  projections, 


quant  aux  axes  eux-mêmes,  on  aura 

tangCL..tangCn'  —  h'cot'o. 

jipplications.  Étant  donné  un  diamètre  ON, < 
géométriquement  son  conjugué. 

On  y  parvient  aisément  à  l'aide  du  ihéorème  sur  les 
sécantes  au  cercle  menées  d'un  même  point. 
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Application.  Étant  donnés  les  axes  d'une  ellipse, 
tonstruire  deux  diamètres  conjugués  qui  fassent  entre 
eux  un  angle  a  («  <|  go  degrés). 

Supposons  te  problème  résolu,  et  soient  OM,  ON  les 
«leux  diamètres  demandés  et  OA  l'axe  ^  prolongeons  ces 


trois  arcs  jusqu'à  leur  rencontre  en  M',  N',  A'  avec  ur 
grand  cercle  ayant  O  pour  pôle;  l'arc  M'W  sera  égal  « 
a,  et  l'on  aura 

...gA'M-.  u,„gA'  »'  =  ""6AM....6AN  ^  h^ 

afxb  représeulant  les  tangentes  des  demi-axes.  Si  donc 

on  élève  aux  points  A  et  6,  extrémités  des  axes,  deux 

arcs  perpendiculaires  se  coupant  en  M",  qu'on  prolonge 

l'arc  M"ju8qu'en  T,  on  aura 

b 
UBfA'T=-; 

donc  on  a 

tangA'M'.tangA'R'ïsiang'A'T. 

Le  problème  est  donc  ramené  à  diTiser  un  arc  M'N'  en 
deux  segmenu  tels ,  que  le  produit  de  leurs  tangente» 
égale  Ung*A'  T.  Pour  cela ,  je  prends 

A'S  =  2A'T    et    SS'  =  a«i 
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sur  SS'  comme  arc  diamétral  je  décris  un  cercle ,  et  de  O 
comme  pâle  un  autre  cercle  avec  OS  —  A'S  comme  dis- 
tance polaire  ;  je  suppose  que  les  deux  cercles  se  coupent 
«n  V,  V  5  je  projette  V  sur  SS'  et  j'ai 

RS'  RS  .ttV  ,SA'       i- 

lang  —  taog  —  =  Ung*  —  ^  tang'  —  =  —  ; 


donc  il  suffit  pour  achever  la  cfftislruction  de  prendre 

A' M'  et  A'N'  égaux  aux  arcs  — >  — >  et  do  prendre  O 

aux  points  M',  N'  ainsi  obtenus. 

Discussion.  Pour  que  les  cercles  se  coupent,  il  faut 
<{u'oD  ail 

A'S<a, 
OU 

iat^*A'T<;(Mig«, 


ce  qui  donne  le  minimum  de  l'angle  aigu  formé  par  deux 
diamètres  conjugués.  Quand  on  prend  pour  a  sa  valeur 
minimum ,  il  résulte  de  la  construction  que  les  deux  dia- 
mètres sont  égalem.ent  inclinés  sur  l'axe,  et  par  consé- 
quent sont  égaux  ;  ils  sont  représentés  par  OM"T  et  sont 
symétriques  par  rapport  à  l'axe  de  la  courbe. 
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>• 
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+ 

".) 

_,)siD(«.H-a,-t- a, +...+  «.) 
(OSCAE    WeRHER.) 

443,  Par  un  point^jc«  donné  dans  le  plan  d'une  co- 
nique passe  une  sécante  mobih,  trouver  le  lieu  géoiné- 
trique  du  point  d' intersection  des  deux  normales  menées 
à  la  conique  aux  doux  points  où  la  sécante  coupe  la  co- 
nique. Quel  est  le  lieu  lorsque  le  point  fixe  est  un  foyer? 

444,  On  a  n  urnes  renfermant  chacuoe  les  m  premiers 
numéros.  On  tire  un  numéro  de  chaque  urne;  quelle  est 
la  probabilité  que  la  somme  des  nombres  sortis  i''soit  égale 
à  un  nombre  donné,  a"  soit  comprise  entre  deux  nombres 
donnés  ? 

445,  Si  dans  un  déterminant  d'ordre  n  on  efface  tous 
les  tcrme.s  qui  renferment  nu  moins  deux  éléments  de 
l'une  quelconque  des  deux  diagonales  ou  d'une  parallèlr 
à  ces  diagonales,  quel  est  le  nombre  des  termes  restants  ï 
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SOLUTION  DE  U  QUESTION  431   (PROUBET) 

Pab  h.  Albzkt.BERGIS, 
Ëlère  de  ucontle  >u  t  jcée  Ctanrl«m*ene  (dU«h  de  M.  Rouché  ). 


ABCDEF  est  un  hexagone  insent  ttaiu  uno  circonfé- 
rence. Si  fort  pose 

AB  =  (i,      GD  =  &,      Er  =  «, 
08  =  0*,     FA  =  6',     80  =  ./, 
CF  =  A,     BE  =  fi,     AD  =  C, 
ou  aura 

A.B.C  =  «a' A  +  6i'  B  -t-  «/  C  +  aJc  4-  a'  i/c'. 
DésigDons  par 

B',     C,     D'.     E',     F',     A', 
les  diagonales 

AC,     BD,     CE,     DF,     EA,      FB. 

L«  théorème  de  Plolémëe,  appliqué  successivemeot  aux 
quadrilatères  inscrits  CEBF,  BCAF,  ABCD,  BCDE, 
donne 

(i)  D'.A'  =  A.B  — ce", 

(1)  A'B'=*6V+aA, 

(3)  B'C'  =  aft  +  c'C. 

(4)  C'D'  =  <iV  +  AB. 

Ed  multipliant  (i)  par  (3)  et  (a)  par  (4),  on  obtient 
pour  l«  produit 

A'.B'.C'.D', 
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les  deux  valeurs 

{ab  +  c'C)(AB  — ce*), 
{b't^  +  aK]{a'c'+bB), 
qu'il  sufBt  d'égaler  pour  trouver,  l'éductions  faites,  la  r&- 
lation  à  démontrer. 

Pfoie.  M.  L.-M.-A.-G.  Andanson,  professeur  à  Toui^ 
nus,  constate  qu'il  n'existe  que  deux  systèmes  distÎDcU 
de  trois  quadrilatères  qui  mèoent  chacun  au  but.* 

MM.  L.  Brauh  (institution  Barbet),  L.  Chaillot  (classe 
de  M.  Lenglier,  lycée  de  Versailles),  H.  Hermary  (lycée 
de  Saint-Omer,  classe  de  M.  Souiltart),  Mendes  (lycée 
Saint-Louis,  classe  de  M.  Briot),  J.  Grouvelle  (lycée 
Louis-le-Grand ,  classe  de  M.  Vieille),  ont  résolu  la  ques- 
tion de  la  même  manière. 


SOLUTION  M  LA  «UESTION  404 
P*B  H.  G.  JOURNEAUX,   db  Litob* 


D<!UX  points  matériels  parcourent  d'un  mouvement 
uniforme,  avec  des  vitesses  données  en  grandeur  et  en 
direction,  deux  droites  situées  dans  l'espace;  trouver 
réc[uation  de  la  surface  décrite  par  la  droite  variable  qui 
passe  par  deux  positions  simultanées  des  points  matériels. 

Soient  M  et  M' les  deux  points  mobiles,  f  et  t^  leats 
vitesses,  A  et  A'  leurs  positions  respectives  sur  les  droites 
données  à  l'origine  du  mouvement,  et  posons  AA'  ^  30. 
Prenons  le  milieu  O  de  AA'  pour  origine,  pour  axe  des  2 
la  droite  AA'  elle-même,  el  pour  axes  des  x  et  des^  les 
parallèles  menées  par  le  point  O  aux  deux  droites  don- 
nées. Les  coordonnées  positives  soni  comptées  dans  le 
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sens  du  niouvemenl.  Les  équations  de  la  droite  AM  seront 

celles  de  la  droite  A'  M' 

Les  coordonnées  du  point  M,  après  un  temps  quel- 
conque r,  seront  donc 

x:=vt,    j-  =  o    et    z  =  5  ; 

celles  du  point  M',  au  même  instant, 

«  =  o,     y  =  ^t    et     z=~S. 

On  aura  donc  pour  équation  de  la  droite  passant  par  ces 
deux  points 

fD)  (  et 

j  —  t/f  „ 


et,  en  éliminant  (  entre  ces  deux  équations,  on  obtiendra 
pour  l'équation  de  la  surface 


(S) 


«(J-t-i}-p'{J- 


Les  sections  de  cette  surface  par  les  plans  des  xz  et 
(lesj-esont,  comme  on  devait  s'y  attendre,  les  deux  droites 
données  elles-mêmes.  La  section  par  le  plan  des  xy  est  la 
di-oite 


Ainsi  la  surface  rL-picsciilcr  p;ii    l'équation  (S)  est  un 
paraboloïdeïiyperlinliqnc,  puisque  le  parnboloïde  hyper- 
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bolique  est  la  seule  des  surfaces  du  second  ordre  sur  la- 
quelle ou  puisse  irouvLT,  comme  ici,  trois  droites  paral- 
lèles  à   un  même  plan,  el  oon  situées  dans  un  même 
plan. 

Ce paraboloïdeest  déterminé géométriquemeut,  puisque 
nous  connaissons  trots  généi'atrices  d'un  même  système. 
Si  l'on  veut  qu'il  soit  donné  par  deux  directrices  et  un 
plan  directeur,  nous  remarquerons  que  la  droite  mobile 
qui,  d'après  l'énoncé  du  problème,  engendre  la  surface, 
doit  coïncider,  dans  ses  positions  successives,  avec  les  gé- 
nératrices du  second  système.  Or,  si  l'on  élimine  z  entre 
les  équations  (D)  de  cette  droite,  on  trouve,  pour  équa- 
tion de  sa  projection  sur  le  plan  des  xjr. 


La  droite  mobile  est  donc  constamment  parallèle  À  un 
même  plan,  ce  que,  du  reste,  on  savait  déjà,  et  l'on  ob- 
tiendra ce  plan  directeur  en  menant  par  l'origine,  dans  le 
plan  des  xjr,  la  droite 


et  faisant  passer  un  plan  par  cette  droite  et  l'axe  des  x. 

On  pourra  ensuite  prendre  pour  dircciriccs  les  deux 
droites  données  AM  et  A'  M'. 

La  droite 


intersection  des  deux  plans  direrteiii's,  fait  connaître  la 
direction  de  l'axe  du  paraboloïde. 

Ifolc  du  Rédaclenr.    Deux  droites  étant  renconlrées 
par  un  faisrcnu  de  plans  sont  coupées  homogiaphiijue- 
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ment,  c'est-à-dire  que  quatre  points  quelconques  d'înter' 
section  sur  la  première  droite  donnent  le  même  rapport 
anharmonïque  que  les  quatre  points  correspondants  de  la 
seconde  droite;  en  joignant  les  points  d'intersection  cor- 
1-cspondanls  par  des  droites,  on  obtient  les  éléments  recti- 
ijgnes  d'un  hyperboloïde  à  une  nappe;  car  toutes  ces 
droites  rencontrent  les  droites  données  et  l'arête  du  fais- 
ceau. Lorsque  cette  arête  s'éloigne  A  l'iufini,  en  d'autres 
ternies,  lorsque  les  plans  deviennent  parallèles,  l'hyper- 
holoïde  devient  parabolique,  et,  réciproquement,  lorsque 
deux  systèmes  de  points  sont  disposés  homographîque- 
meut  sur  deux  droites,  et  que  trois  des  quatre  droites 
i[ui  joignent  des  points  correspondants  rencontrent  une 
même  droite,  toutes  les  droites  de  jonction  sont  sur 
un  hyperboloïde  à  une  nappe  ;  et  si  trois  droites  de  jonc- 
lion  sont  parallèles  à  un  raèrae  plan  cet  hyperboloïde 
(ierieut  parabolique.  Or,  dans  deux  mouvements  uni- 
tornies  rectilîgnes,  les  points  correspondants  sont  évidem- 
ment en  relation  homograpliique,  et  les  droites  de  jonc- 
lion  sont  parallèles  an  plan  qui  projette  la  position  initiale 
de  la  droite  mobile  sur  le  plan  parallèle  aux  deux  direc- 
trices ;  doac  celte  droite  décrit  un  paraboloïde  byperbo- 
lique. 

Remarquons,  en  passant,  qu'une  droite  qui  s'appuie 
constamment  sur  trois  autres  comme  directrices,  décrit 
un  hyperboloïde  à  une  nappe,  excepté  lorsque  les  trois 
directrices  sont  parallèles  a  un  même  plan  ;  on  obtient 
alors  un  paraboloïde  hyperbolique.  Lorsque  deux  points 
parcourent  d'un  mouvement  uniforme  deux  droites  dans 
un  même  plan,  les  droites  de  jonction  ont  pour  enveloppe 
une  ellipse,  et  les  droitts  données"  sont  parallèles  aux 
diamètres  conjugués  é^aux  de  cette  ellipse. 

MM.  Laqiiières  (ty.éc  Salnl-I.ouis),  Oiolons  {institu- 
tion Vcrdot),   Lamaeq   (institution  Mii.ssin),  Rassicod 
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^Ijcée  Saint-Louis),  Robin  (aspiraot  répétiteur  au  lycée 
de  Brest),  ont  résolu  la  question  de  la  même  manière. 


NOTI 

Sir  l'^ialiii  ui  urrcs  dct  dirTéreues  des  ntiies  d'iit  ffutin 

di  qutrïèM  écgrt  ; 

Pak  h.  Hicbul  ROBERTS. 


Étant  donnée  l'équation 

a**  +  4  *^  -•-  6  cjr"  -f-  4  ''*  -*-  *  =  o> 
posons 

a'  o  =  i'  —  ac,      I a fl'  fi  =  o«  —  ^bd+  3c' 
8a'  1  =  a«  -h  2  icrf  —  iirf*  —  eb^  —  t?, 

l'équation  aux  carrés  des  différences  des  racines  peut 
s'écrire  de  la  manière  suivante  : 


C(f—  i2o}'—  3a(a'  — /t)ï>.[3r'— .88Dt-*-72(îB"— 7cJ) 
—  256((«i  -(-l)f.(t3f'—  i44«"+  '*96f*) 

«n  sorte  que  si  l'on  a 

ft  =  d',      i  =  —  ta-, 
cette  dernière  équation  se  réduit  à 

Or,  les  équations  que  je  viens  de  poser  sont  précisément 
I<!s  conditions  pour  que  le  premier  membre  de  l'équaûoD 
donnée  soit  un  carré  parfait,  et,  dans  ce  cas,  l'équation 
au  carré  des  différences  de  ses  racines  a  évidemment  deiu 
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racines  égales  à  zéi'o,  et  celles  qui  restent  ont  toutes  la 
■nème  valeur,  savoir,  lao. 


SniNSION  lE  LA  LOI  OE  BODB; 

P»  H.  DURAND, 
ProfeMtur  de  mathcmatiqaea  ta  PryUnée  de  la  Flécha. 

On  sait  que  le  nombre  4)  ajouté  aux  différenls  termes 
de  la  série 

o,     3,    6,     12,    a4,    48,    96,... 

dont  chaque  terme,  à  partir  du  troisième,  est  double  du 
précédent,  donne  des  nombres  sensiblement  proportion- 
nels aux  distances  des  planètes  au  soleil. 

N'est-il  pas  natnrel,  d'après  cela,  d'examiner  si  la  loi 
de  Bode  ne  s'appliquerait  pas  aussi  aux  satellites  ? 

C'est  ce  que  j'ai  essayé,  et  j'ai  trouvé  que  le  nombre  3, 
ajouté  aux  mêmes  nombres 

3,     6,      12,     a4, 

donne  asses  exactement  les  distances  connues  des  satel- 
lites de  Jupiter  à  leur  planète. 

On  trouve,  en  efifet, 

6,     9,      i5,     27, 
nombres  très-peu  différents  de 

6,o5,     9,62,     i5,35,     :>6,998, 
qui  expriment  les  distances  des  satellites  de  Jupiler  à  la 
planète,  le  rayon  de  Jupiler  étant  pria  pour  unité. 

Cette  remarque,  que  je  crois  nouvelle,  peut  servir  an 
Dwins  à  fixer  dans  la  méoioire  les  distances  de  Jupiter  à 
»w  quatre  satellites. 

Les  mêmes  recherches,  appliquées  aux  anneaux  cl  aux 
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saLellîtAs  iles  autres  planètes,  donnent  des  résultats  isoins 
satisfaisants  ;  cependaM,  malgré  plusieurs  exceptions,  od 
peut  dire,  en  tenant  compte  de  l'incertitude  des  obsem- 
tioDS,  que  l'esprit  général  de  la  loi  se  manifeste  encore, 
c'est-à-dire  que  les  distances  déterminées  sont  sensible- 
ment proporlioanelles  aux  nombres  fournis  par  la  loi  de 
Bode. 

Pour  montrer  que  la  loi  de  Bode  s'étend  aux  satellites 
de  Saturne,  je  regarde  chacun  des  anneaux  de  cette  pla- 
nète comme  un  satellite  dont  la  distance  au  centre  de  la 
planète  est  moyenne  entre  les  distances  des  deux  bords 
(le  l'anneau  au  centre.  Et  je  regarde  au  contraire  le 
deuxième,  le  troisième,  le  quatrième  satellite  (qui  se 
meuvent  dans  le  même  plan,  et  dont  les  distances  au 
centre  diffèrenL  assez  peu  entre  elles,  en  comparaison  des 
distances  de.s  îiaieiliies  supérieurs),  je  regarde  ces  trois 
satellites  comme  les  débris  d'un  même  anneau,  dont  la 
distance  moyenne  au  centre  serait  la  moyenne  des  dis- 
tances des  trots  satellites  au  centre  de  la  planète. 

J'iuiiie  ce  qui  se  fait  pour  les  planètes  télescopitjucs 
comprises  entre  Mars  et  Jupiter. 
le  trouve  ainsi  : 

i"anneau i  ,66 

2'  anneau 2,07 

■  "salellile    3,35 

2°  satellite 4)3oJ 

3'  satellite S.aSÎ       5,36 

4*  satellite 6,82) 

5*  satellite.  .    9)5a 

6'  satellite 22,08 

7*  satellite ,    .        3o,8g 

8*  saiellit<^ 64,36 

nombres  sensiblement  proportionnels  à  ceux  que  fourdit 
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la  loi  de  Bodc,  sans  aucune  modification  -, 
le  liers  de  chaque  nombre  de  la  série 


52,     96,      19a, 


i,3î,    2,33,     3,33,     5,33,    9,33,     17,33,    3o,33,    65,33, 

tous  ces  nombres,  excepté  le  siiième,  sont  k  peu  prés 
ceux  que  fournit  l'observation. 

Quant  à  Uranus,  ses  satellites  sont  très-peu  connus, 
quelques-uns  m^me  n'ont  été  aperçus  (joe  par  Herscbel-, 
leurs  étémenls  sont  donc  très-incertains,  et  cependant 
leurs  dislances  au  centre  de  la  planète  se  rapprochent 
encore  des  nombres  fournis  par  la  loi  de  Bode. 

Ces  distances  sont  représentées,  en  efïet,  par 

■),     10,     î3,     30,     49,     91, 
([QÏ  rappellent  assez  bien 

7,      10,      16,     a8,     Sa,      100. 

Si  des  observations  plus  précises  venaient  confirmer 
cette  application  de  la  loi  de  Bode  aux  satellites  d'Uranus, 
l'abscace  du  premier  terme  4  semblerait  iadiquer  l'exis- 
teuce  d'an  neuvième  satellite  encore  ioconna  ou  d'an 
anneau. 

.Voïfi  du  BéHacteur.  Les  temps  de  révolution  et  de  ro- 
tation sont  égaux  pour  les  satellites  et  inégaux  pour  les 
planètes.  Ceci  annonce  évidemment  une  diversité  dans 
les  circonstances  initiales  de  formation,  circonstances 
encore  inconnues  et  dont  dépendent  les  distances.  La  loi 
tle  Bode  n'est  qu'une  espèce  d'interpolation  qui  présente 
un  avantage  mnémonitfue. 
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DÉMONSTRATION  ÉLfiMINTAIItR 
IBS  AIRES  DBS  DEUX  BLLIPSOIDBS  DE  RÉVOLUTHNI 


D'uaiï  M.  SrauBUio  GRILLO, 
Membre  de  II  Sociëtc  de»  archileclea  ingéni«an  ciTiU  de  Geoère. 


1.  SoieatM  uti  poîntd'une  courbe  plane,  etPlaprojec- 
tioD  orthogonale  de  ce  point  sur  un  ave  situé  daas  le  plan 
de  la  courbe;  si  l'on  prolonge  l'ordonaée  PM  justju'à  N. 
et  que  l'on  prenne  PN  dgale  k  la  partie  de  la  oonnale 
menée  en  M,  interceptée  par  l'axe,  le  Heu  du  point  N  est 
une  seconde  courbe  plane.  Soient  M'  et  N'  deux  autres 
points  correspondants,  on  a  alors  ce  lemme  : 

L'aire  du  trapèze  mixtiligne  PNN'  P*,  multipliée  par 
an,  est  égale  à  l'aire  engendrée  par  Tare  MM'  tournant 
autbur  de  taxe. 

La  proposition  est  évidente  lorsque  MM'  est  arc  de 
cercle  et  l'axe  un  diamètre. 

En  décomposant  les  deux  trapèzes  mîxtilignes  MM'  PP*. 
NN'PP',  en  trapèzes  élémentaires,  on  démontre  le  lemme 
par  des  considérations  infinitésimales. 

3.  Ellipse  allongée.  Soient 

<»V  +  *'J>' =  "'*'. 
l'équation  d'une  ellipse  ; 

AA'^  2fl=  grand  axe, 
fiB'=i  2^=  petit  axe, 
et  a*  —  b*  =  c*.  Le  grand  axe  est  l'axe  de  révolution. 
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La  seconde  courbe  (relie  des  N}  apotir  équatidii 

seconde  ellipse  qui  a  même  petit  axe  a&  que  la  première> 
Si  en  A  et  A'  on  mène  des  tangentes  ii  la  première  el- 
lipse, rencontrant  la  seconde  en  L  et  L'j  d'après  le  Icmmc, 
l'aire  de  l'ellipsoïde  est  égale  à  l'aire  du  trapèze  mixti- 
iigne  ALL'A',  multipliée  par  an.  Or,  l'aire  de  ce  trapèse 
est 

lI                          "     \  '^ 

ab  I  COS  a  +  -: 1       ou      -  ^  COSa. 

Donc  l'aire  de  l'eHipsoïde  allongée  est 

anab  1  cos  «  +  -: —  1  ■ 
V  sma/ 

(T.  ï,  p.  48o0 

3.  Ellipsoïde  aplati.  Même  ellipse;  mais  prenons  le 
petit  axe  BB'  pour  axe  de  révolution.  Dès  lors  la  seconde 
courbe  des  N  a  pour  équation 

hyperbole  ayant 'AA'=  ad  pour  axe  focal. 

Si  par  B  et  B'  on  mène  des  tangentes  à  l'ellipse,  coupant 
l'hyperbole  en  X  et  V,  l'aire  de  l'ellipsoïde  est  égale  à 
l'aire  du  trapèze  mixiiligne  BIX'  B',  multipliée  par  an. 
Or,  l'aire  du  trapèze  mixtiligne  est 

a*  fséc  «  +  eot  «  log  lang  U5' +  ^  n  j  J  ■ 

(f<N>t.  V,p.  38^.) 
Donc  l'aire  de  l'ellipsoïde  aplati  est 

asofc  I  séca  +  cotBlogung|4S^  +  ~o)  I* 

[Foir  i.  I,  p.  5a4.) 

4.  Le  trapèze  curviligne  ALL'A' est  évidemment  plus 

Amn,  dt  Maihéiul..  t.  XVIt.  (Juillet  >858.t  iS 
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pelii  i|uc  li!  irapèze  BXX'B';  doDc  l'aire  de  relHpsoïde 
allongé  est  moindre  que  celle  de  l'ellipsoïde  aplati. 

Hemarque.  C-es  résultats  sont  consignés  dans  une  bro- 
chure italienne  de  17  pages  io-S",  publia  à  GencTe  en 
1857;  au  début,  l'auteur  donne  la  théorie  du  StaJia, 
perfectionnée  par  le  célèbre  consirocteur  d'instruments 
astronomiques  M.  Porro,  perfectionnement  loué  par 
M.  de  Scnarmoni  (Comptes  rentiui,  tome  XXX,  n°  8, 
ig  août  i85o).  Cet  instrument  a  été  invente  en  1778, 
par  Green,  opticien  de  Londres.  Les  ingénieurs  français 
ne  l'ont  connu  qu'en  iSt6,  et  Lostende  t'a  fait  adopter 
en  1829. 


CONSTmiGTiaill  MfiCtMQllS  IB  U  PARABOLB  CUBIOCKj 

Par  m.  g.  FOUCAUT, 

Ancien  él^va  de  l'École  Polylechniqiic. 

Note  du   Rédacteur.  La  construction   proposée    par 
M.  Foucaui  est  fondée  sur  U's  considérations  soiranies  : 
Soit 

r^uation  de  cette  parabole,  axes  OX ,  OY  rectangulaires. 
0P  =  *',     PM=j^ 

sont  les  ordonnées  d'iui  point  M-de  la  courbe;  la  tangente 
en  M  fait  avec  l'abscisse  un  angle  dont  la  tangente  trîgo- 
nométrique  est  égale  à  3jfJ:"  et  rencontre  l'aie  des  ab- 
scisses en  un  point  N  tel,  que  ON  =  .rOP;  concevons  la 

parabole  conique  y  =  'igx*\  elle  coupe  l'ordonnée  PM 
en  un  point  E,  dont  les  coordoni>ées  sont»/  et  Sgj/';  la 
t.ingente  en  E  de  cette  parabole  rencontre  l'ase  des  ab- 
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si-îsses  en  N,,  cl  l'oo  a 


Elevant  en  N,  une  perpendiculaîi'c  à  F^N,,  elle  coupe 
l'aie  des^  en  un  point  F,  foyer  de  la  parabole,  et  l'on  a 

OF  =  -^■ 

De  là  découle  cette  construction  mécanique.  On  déter- 
mine les  points  F  et  IVt  ;  en  Ni  on  place  le  sommet  d'une 
équerre;  ou  la  tourne  jusqu'à  ce  qu'une  branche  passe 
par  F  ;  alors  l'autre  branche  coupera  l'ordonnée  PM  en  Ë  ; 
par  le  point  E  on  mène  tine  droite  faisant  avec  l'axe  des  x 
un  angle  dont  la  tangente  soit  ^ale  à  3^x"  ;  il  sufHt  de 
porter  PQ  =:  i  sur  l'axe  des  abscisses  et  de  mener  EQ  ; 
par  N  on  mène  une  parallèle  à  cette  droite  EQ  ;  elle  coupe 
l'ordonnée  au  point  M,  qui  appartient  à  la  parabole  cu- 
bique ;  et  celte  droite  NM  est  tangente  à  la  courbe^  il  est 
donc  facile  de  la  tracer. 

On  choisit  l'unité  de  l'échelle,  de  manière  que  les  con- 
structions ne  tombent  pas  hors  du  papier. 

On  peut  éviter  l'écbellc,  en  rendant  Tcquation  homo- 
gène sous  celte  forme 

On  sait  que  la  parabole  cubique  est  la  développée  d'une 
parabole  conique.  Aussi  est-dic  rectîfiable.  C'est  mémela 
première  courbe  qu'on  ait  au  rectifier.  Chez,  les  Anglais, 
elle  porte  le  nom  de  parabole  de  Neit,  nom  d'un  jeune 
gentilhomme  anglais ,  premier  reciificateur  (lÔSj)  {*). 

(')  Guilldumo  Nail ,  Hls  de  r«uyer  Paul ,  ne  connaiuail  pat  ta  coorbe 
qu'il  (eniitile  rectIHer.  C'est  Wallis  qui  a  ininvéque  c'élail  nne  piriboln 
«obiqiic.  (W:ii.t,K,  Àigtbia,  p.  Dig,  édil.  I6R5.) 
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TRANSntRHATltN  DES  PROPRIÉTÉS  MÉTMIHillS  BBS  FKIIfô; 

PuH.FAURE, 
Cipltainc  d 'artillerie. 


PREMIERE  PARTIE. 

'     FICOBES   PLANES. 

Prétimititirts. 

1 .  Lorsçue  des  points  a,  b,  c,  d, . . . ,  e,  f  se  succèdent 
sur  une  droite  dans  un  ordre  quelconque,  on  a  toujours 
entre  ces  points  la  relation 

a/  =  ob-i-bc  ~hed...-he/. 

On  convient  de  regarder  comme  positifs  les  se^menU 
dirigés  dans  un  certain  sens,  et  comme  négatifs  ceux  qui 
sont  dirigés  dans  le  sens  contraire. 

%  Nous  étendrons  ce  principe  aux  aires  des  tHaagles. 
Si  un  point  mobile  parcourt  le  périmètre  d'un  triangle, 
nous  regarderons  e CD  aire  comme  positive  lorsque  le  point 
tournera  dans  un  certain  sens,  et  comme  négative  lors- 
qu'il tournera  en  sens  contraire.  D'après  cela,  l«s  trian- 
gles abc  et  ach  seraient  de  signes  contraires,  et  l'on  véri- 
Bera  aisément  le  théorème  suivant  : 

Si  l'on  joint  un  point  quelconque  o,  pris  dans  le  plan 
d'un  triangle  abc  aux  sommets  »,  b,  c,  on  aura  toujours 

abc  ^  abo  +  bco  +  cao, 

d'où  l'on  déduira  celui-ci  : 

Si  fon  joint  un  point  quelconque  o,  pris  dans  le  plan 
d'un  polygone  «bcd. . .  ef  à  tous  les  sommets,  on  a,  pour 
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f  expression  de  taire  S  de  ce  polygone 

S  =  abo  +  hco  +  crfo. , .  efa  +/ao, 

car  si  l'on  suppose  que  cette  relation  soit  vraie  pomr 
l'aire  S'  d'un  polygone  abcd. . .  e,  <fii  a  uu  sommet  de 
meiii&,  on  aura 

S' SB  aba  -f-  bco  -(-  «fo . . .  +  ea*  ; 

iBais  le  triangle  efa  donne 

ffa:=f/a  +/ao  ■+■  ne»; 

ajoutant  ces  deux  équations  membre  à  memLre  et  obser- 
vant que  eao  et  aeo  ae  détruisent ,  on  a  la  relation  indï- 
<quée;  donc,  etc. 

On  éublira  de  la  même  manière  ce  théorème  :  Si  les 
<âlés  successifs  A,  B,  C, . . . ,  E,  F  d'un  polygone  sont 
coupés  par  une  transversale  arbitraire  O,  on  a,  pour 
^expression  de  Paire  S  de  ce  polygone, 

S  =  ABO  +  BCO  -+-...  -h  EFO  +  FAO. 

Nous  indiquons  par  ABO  l'aire  du  triangle  fermé  par  les 
trois  droites  A,  B,  O,  et  de  même  des  autres. 

3.  Nous  rappelons  que  l'aire  S  d'un  triangle  dont  les 
coordonnées  des  sommets  sont  {Xi,jrt),  (x»,  j',),  (.ri,  ji), 
est  donnée  par  la  relation 


les  axes  coordonnëssont  rectangulaires,  ce  que  nous  sup- 
poserons toujours. 

Cette  relation  permet  d'exprimer  faire  d'un  triangle  au 
moyen  des  équations  des  côtés  de  ce  triangle.  On  y  ar- 
rive directement  comme  il  suit  ; 
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Les  sommels  du  triangle  étant  aux-  points  a,,  a^,  a^, 
soienl 

m,T  +  n,/  +  />.  =  o, 

mj*-+-/iij-  4-/»!  =o, 

les  équations  des  côtés  respectivement  opposés  à  cet 
points,  et  Ti,  r,  les  distances  des  sommets  0%,  a,  aux  côtés 
de  l'angle  a, .  On  a  pour  expression  de  l'aire  S  du  triangle 


si  j;  et  ^  sont  tes  coordonnées  du  sommet  a*,  on  aura 
pour  déterminer  la  perpendiculaire  r,  les  trois  équaùous 


rélimination  de  j:  ei  y  donne  le  déterminant 
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on  a  d'ailleurs 


JPrfP  JP 
dp,  dp,  dpi 

noas  avons  ei^^primÂ  un  double  signe. 

Comme  application  de  celle  formule,  on  arrive  au  ré- 
sultat suivant,  que  nous  énonçons  sous  forme  de  lemme  : 

Lemme.  Si  par  les  extrémités  a  et  b  d'une  droite  ab 
on  mène  deux  droites  ac,  bc  respectivement  parallèles 
aux  droites  imaginaiies  y  =  ±  sj —  ix,  on  détermine  un 
triangle  imaginaire  abc,  dont  Paire  S  s'obtient  par  la 
reiation 


CHAPITRE  PREMIER. 
S  I".  —  Homographie. 

1.  Etant  donnée  uue  courbe  plane  F  (x',_j'')  ^  o,  si 
Ton  remplace  les  coordonnées  x'  et  y'  de  chaque  point 
par  les  valeurs 

on  aura  l'équation  d'une  nouvelle  courbe  homograpMque 
à  la  première.  Les  relations  (i)  montrent  que  les  deux 
courbes  seront  du  même  degré. 
Si  l'on  pose 

rt"j  +  ft"j  +c"  =  o,. 
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on  aura  dans  la  seconde  figure  une  droite  que  j'appelle  l, 
dont  les  points  corresp^^ndront  à  ceux  de  la  première 
situés  à  l'infini. 

Les  relations  (i)  résolues  par  rapport  à  x  et  _^  donnent 
pour  ces  quantités  des  valeurs  de  mètne  forme  que  celles 
de  x'  et  y';  files  ont  pour  dénominateur  t-ommun  le  dé- 
tcnainant 


fi'     A" 

De  sorte  que  si  l'on  ^ale  ce  déterminant  à  zéro,  la  droite 
I',  que  l'on  aura  ainsi  dans  la  première  figure,  correspon- 
dra à  l'infini  de  la  seconde. 

Dans  la  suite  de  ce  Mémoire,  nous  ue  supposerons  con- 
nues aucunes  des  pi^priétés  des  figures  homograpbic^es, 
elles  se  déduiront  de  nos  relations  métriques.  Nous  indi- 
querons seulement  te  théorème  suivant  de  la  géométrie 
supérieure. 

2.  Deux  figures  homographtqaes  étant  placées  d'une 
manièiv  quelconque,  il  existe,  en  général,  trois  points 
qui,  considérés  comme  appartenant  h  la  première  figure, 
sont  eux-mêmes  leurs  homologues  dans  la  seconde. 
Deux  de  ces  points  peuvent  être  imaginaires,  mais  le 
troisième  est  toujours  réetl. 

EncfTet,  d'après  les  relations  (i),  pour  que  le  point 
^\  y'  foïncide  avec  son   correspondant  x,  y,  on  doit 

j:(fl"j:-H  h" y  .+-c"]  =  a.r+  hy  -h  c, 
y  {a"x  -F  b" x-^  c'J  =:  a' x  4-  !>•  y  -f-  r", 

lie  soric  qui'  les  |)oiiit8  cherchés  sont  les  intersections  des 
doux  hyperboles  icprcseniécs  par  rcs  équations.  Si  ion 
remarque  qu'elles  ont  chncunc  une  asymptote  parallèle  à 
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(28.  ) 
la  droite  1,  on  pourra  les  considérer  comme  ayant  un 
point  d'iniersection  à  l'infini  sur  cette  droite,  par  consé- 
quent les  trois  autres  seront ,  en  général ,  à  distance  finie, 
et  l'un  d'eux  sera  nécessaipement  réel.  Ces  points  sont 
nommés  points  doubles. 

3.  Notation.  Les  points  d'une  âgure  étant  désignés 
par  les  lettres  accentuées  a',  h',  c',  etc.,  les  points  cor- 
respondants de  la  ligure  homographique  seront  indiqués 
par  les  mêmes  lettres  a,  b,  c,  etc.,  dépourvues  d'accents  ; 
les  lettres  grecques  correspondantes  a,  P,  y,  etc.,  expri- 
meront les  distances  des  points  a,  b,  c. . .  à  une  droite 
fixe  I.  Les  lettres  A',  B',  C. . .  désignant  des  droites 
d'une  6gore,  A,  B,  C...  seront  les  droites  correspon- 
dantes de  la  figure  homographique. 

L'angle  de  deux  droites  A  et  B  sera  désigné  par  la  no- 
tation ordinaire  (A,  B). 

La  tuile  proehai 


QUISTMIIIS  PROPOSfiBS  AM  BXlUIENS. 


Dans  le  premier  volume  des  Nouvelles  jénnales 
(page  i5i),  M.  Koguet  a  établi  de  huit  manières  diffé- 
rentcs  la  condition  de  réalité  des  trois  racines  de  l'équation 

x' +  pj:  ■^- q  ■=  o. 

L'une  des  méthodes  suivies  est  fondée  sur  les  relations 
qui  existent  entre  les  coefficients  ei  les  racines  d'une 
équation  algébrique.  En  admettant  ces  relations,  on  peut 
arriver  à  la  condition  de  la  réalité  des  trois  racines,  par 
un  calcul  qui  me  semble  différer  assez  de  celui  dont  l'au- 
teur a  fait  iisagi:,  pour  que  je  l'indique  ici. 
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Je  suppose  que  le  dernier  terme,  -t-ç,  de  réquaiion 
sait  positif;  ce  qui  est  permis,  car  s'il  élait  négatif,  en 
ehangeant  le  signe  des  racines  de  l'équation  on  chaoge- 
rait  le  signe  de  son  dernier  terme,  et  les  conditions  de 
la  réalité  des  trois  racines  resteraient,  évidemment,  les 


Dans  ce  cas,  le  produit  des  trois  racines  est  n^a^f ,  et 
leur  somme  est  nulle  ;  donc ,  si  les  trois  racines  soDt 
réelles,  deux  de  ces  racines  seront  positives,  et  la  troi- 
sième négative. 

Je  nomme  a  la  plus  petite  des  deux  racines  positives  ; 
b  la  plus  grande ,  c  la  racine  négative  :  il  en  résulte 

et" 

^b  +  ia  +  t)c=,; 
d'où 

ab  —  (a  +  b)'  =  p, 

(■2.)  a'+b'-hab  =  —p 

On  voit  que  ^  doit  Être  négatif. 

Si  dans  l'égalité  (2),  a'  +  i*  +  aJ=:  — p,  on  remplace 
b  para  qui  est  moindi'e  que  b,  on  aura 

'"'<-''•  '<\/-î: 

Kl,  en  remplaçant  dans  la  même  égalité  (a)  a  par  b,  il 
s'ensuivra 

3f>-fi  »>y/-f- 

Par  conséquent,  la  racine  a  est  comprise  seule  entre  0 


v= 


Or,  la  substitution  de  o  à  .r,  dans  x^  -^px+q  donne 
le  résultat  positif  4-  <];  donc  le  résultat  de  la  substilutioD 
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(  "83  ) 
~  k  X  doit  être  négatif.  Ce  qui  donne  la  condi- 

tiou  4p*  -H  *7  ?'  <C  o- 

Réciproquemeat ,  si  celle  dernière  inégalité  a  lieu, 
l'équation  admettra  une  racine  positive  compHse  entre  o 


dey/- 


V-l-.e 


;  et  comme  elle  a  nécessairement  une  racine 
négalive,  ses  trois  racines  seront  réelles.  G. 

«IJISTHHI  B'IIUNIN  (teOLS  RAULB). 

Trouver  la  limite  du  produit  cosa.cos-  -  cosy  ■  cosg 

a         4  B 

Euler  a  résolu  la  question;  il  ne  l'aurait  pas  pro{>osée 


^ans  les  examens  d'sdmissibi 
On  a 

sin  30  = 


ilité  à  l'École  Navale. 


>m«  =  ...i.(î).cos(î), 

-a)=-^"(i)-(i); 

sin  I i^a.ïin/  —  )  -cosl— )■ 

I.a  multiplication  df  ces  équations  donne 

loù 
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'.sin     —         »■+' 


Quand  n  augmente   indéfiniment,  la   fraction  ~. — r- 


moîiidre  que  l'unitë  aug;mente  aussi ,  et  tend  vers  l'unité. 
A  la  Iimït«  (n  =  ao  )  on  a 


Donc  la  limite  du  produit  cos  a.  cos  1  -  |  cosi  7  j  ...,e»i 


-^ —  ou  cosa 

X 

a 

Supposons 

„ 

=5 

il  en  résultera 

.,= 

"; 

»n 

(it  par  suite 

'■"■■""(i)  ■"»  (s)  °»(7s)  ■••  =  ;■ 
e„(|)™.(:)co.(^)... 
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SOLUTION  BE  LA  QUESTION  433 


Pu  M.  J.  GROUVELLE, 

Ëlâve  da  t}cée  L«ui«-le-GraDd  (daiM  de  M,  VUtUle). 


Ti-ouver  le  lieu  des  centres  des  cercles  inscrits  aux 
triangles  ayant  pour  sommet  Tun  des  foyers  d'une  co- 
nique et  pour  base  une  corde  passant  par  l'autre  foyer. 
Le  centre  est  sui  la  parallèle  à  l'axe  focal  men^e  par  le 
milieu  de  la  corde. 


\.  Ellipse.  Soit  AB  une  corde  passant  par  le  foyer  F. 
En  menant  par  le  milieu  I  de  cette  corde  une  parallèle  à 
l'axe  focal,  on  aura  une  droite  qui  contiendra  le  centre 
du  cercle  inscrit  au  triangle  ÂBF'. 

En  effet ,  les  tangentes  BC  et  AC  aux  extrémités  de  la 
corde  AB  viennent  concourir  en  C  sur  la  directrice  MN, 
et,  de  plus,  ces  tangentes  étant  bissectrices  des  angle» 
MAF,  !NBF,  le  point  C  est  donc  également  distant  de 
F' A,  F'B  et,  par  conséquent,  la  droite  F' C  est  bis- 
sectrice de  l'angle  AF'  B.  Donc  le  centre  du  cercle  in- 
scrit se  IrouTC  sur  cette  droite  en  un  point  O' par  exemple. 
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(a86) 
Abaissons  les  perjiciidii'ul aires  O'P  et  O'D  sur  les  celés 
F'A  et  AB.  Prolungeous  O'  D  jusqu'à  srf  rciirontrc  en  E 
avec  l'axe  locài.  Les  quadrilatères  F'  EO'  P,  F'  FCQ  soni 
semblables  ;  or 

CF  =  CQ, 
donc 

0'E=:0'I>  =  0'D; 

ainsi  O'  est  le  milieu  de  D£.  Le  point  D  est  le  point  de 
contact  du  cercle  inscrit  an  triangle  F'ÂB,  et,  d'ajm^s 
une  propriété  coanue ,  FC  est  perpen<ticulairc  sur  AB.  Il 
en  résulte  que  le  point  F  est  le  point  de  contact  du  cercle 
ex-iuscri't  au  triangle  ABF',  et  que  l'on  a 


Le  diamètre  OC  conjugué  &  la  corde  AB  ta  divise  en  I 
parties  ^ales  ;  donc  I  est  le  milieu  de  DF ,  et  O'  étant  le 
milieu  de  DE ,  Jl  s'ensuit  que  ta  droite  O'  I  est  parallèle 
à  l'axe  focal. 

Prenons  pour  axes  de  coordonnées  ceux  de  l'ellipse, 

La  droite  F'C  a  pour  équation 

Les  coordonnées  du  point  C,  pôle  de  AB,  sont  donc 


Ainsi  le  lieu  do  cercle  ex-inscrit  qui  touche  la  corde  mo* 
bile  est  la  directrice. 

La  polaire  AB  aura  donc  pour  équation 
ra(rt'  +  c')r  +  fr'.r=6'c. 
Le  point],  milieu <ic  AB,  se  trouve  sur  te  diamètre  OC 
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dont  l'équatioD  est 


Etiininanl  x  enire  les  ^uations  de  OC  et  de  AB,  on 
trouve  pour  ordonnée  du  point  I 

Telle  est  l'ordonnée  du  point  I ,  el ,  par  conséquent ,  l'é- 
quation de  la  parallèle  O'  1  à  l'a^e  de  l'dlipse. 

Or,  d'après  ce  qui  a  été  démontré  plus  haut,  celte 
droite  contient  le  centre  dn  cercle  inscrit.  D'ailleurs  la 
droite  V  C  le  contient  aussi.  Donc  pour  avoir  l'équaiion 
du  lieu,  il  suffit  d'éliminer  l'indéterminée  m  entre  l'é- 
quation de  O'  1  et  celle  de  F'C. 

Exécutant  cette  opération ,  on  trouve 

X'  {a' -h  cy  +  a'  b'  X'  +  b>  ex  —  b' c"  =  o, 

«quation  qui  représente  une  ellipse  dont  un  des  aiea 
l'st  l'axe  des  x  et  l'autre  parallèle  n  l'axe  des^.  Sous  )a 
première  forme,  on  voit  à  priori  que  l'équation  du  lieu 
est  véri6ée  pour 


c'est-è-dire  que  le  point  F'  est  un  point  du  lieu. 
La  constructioD  ne  présente  aucune  difficulté. 

2.  Hyperbole.  Il  suffit  de  changer  -}-  i*  en  —  i*  ;  ainsi 
le  lieu  cherché  est  une  hyperbole. 

3.  Parabole.  Transportons  l'origine  au  sommet  en 
changeant  x  enx-i-a. 

L'équation  était 
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elle  devient,  après  le  transport  de  l'origine^ 

(fl'+  c'Yjr'  +  a^i'x'-h  au"  b'x  +  o'b^  +  b'r-Jt  +  acb' 
—  6'c*  =  o. 

DivisaDt  les  deux  membres  par  a*,  il  viunt 

/       cM    ,     *'  b''       ,       b<c        bu 

(  1+ -,)/'  +  —  *'  +  »■  — ^  +  *'  +  -—Jr  +  -T- 


Passant  aux  limites ,  on  obtient 

4r'  -t-  -ipx  +  3/»*  =  o, 
parabole  dont  le  sommet  a  ponr  abscisse  — -  -  p  et  doDt  le 
paramètre  est  —  j- 

M.  L.  G.  {de  Liëgc)  fait  observer  :  i°  que  la  droite (^f 
rencontre  CF  en  un  point  N  point  de  rencontre  des  trois 
hauteurs  du  triangle  CAB  ;  a"  que  les  trois  points  0',  I,  N 
décrivent  des  ellipses  ayant  des  petits  axes  égaux. 


OUURATUBES  Pil  jUtROXIIUTIO\  ; 

P*«  M.  J.^Ch.  DUPAIN, 

rrafoMur-agréeé,  ancien  élèfe  de  l'Écule  Norm: 


I. 

Nous  nous  proposons  de  comparer  diverses  mélhodei 
employées  pour  la  quadrature  approchée  des  courbes. 
Nous  représenterons  par 


I 
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l'Àpiaiion  connue  ou  non  de  la  courbe  ei  par  h  l'inter- 
valle constant  des  ordonnées  dont  le  nombre  toujours 
impair  sera  désigné  par  n  + 1  ;  dous  prendrons  enfin  la 
première  ordonnée  sur  l'axe  de  y  et  nous  remarquerons 
que  les  ordonnées  successives  ont  pour  expression 

y(°),/W,/(2*).  ■■■,/(««)■ 

Par  les  extrémités  des  ordonnées  de  rang  pair,  nous 
menons  des  tangentes  jusqu'à  la  rencontre  des  ordonnées 
de  rang  impair,  prolongées  s'il  le  faut,  et  nous  obtenons 
une  sorte  de  polygone  circonscrit,  ji  angles  rentrants, 
ayant  pour  mesure  ' 
(i)  A=2ASp; 

le  signe  S^  indique  la  somme  des  ordonnées  de  rang  pair. 
On  peut  ensuite ,  avec  Simpson ,  joindre  les  extrémi- 
tés des  ordonnées  de  rang  impair  et  former  un  polygone 
inscrit  ;  mais  il  est  préférable,  comme  le  remarque  M.  Pio- 
hen.  {Nouvelles  Annales,  t.XIU,p.  337),  déconsidérer 
un  polygone  ayant  pour  sommets  les  extrémités  de  la 
première  ordonnée,  de  ta  dernière  et  de  toutes  celles  de 
rang  pair.  Ce  polygone  a  pour  mesure 


(ï)      B  =  A  US,+ 


/{t>)+/;„A)-/(A)-/l(»-i)A] , 


Comme  on  ne  suppose  aucune  inflexion  dans  les  li- 
mites de  la  quadrature,  l'aire  M  de  la  courbe  est  évi- 
demment une  moyenne  entre  celle  des  polygones  A  et  B  : 

(3)  M  =  B-H^:3i. 

Il  existe  pour  chaque  courbe  en  particulier  une  valeur 
de  R  qui  donnerait  l'aire  exacte,  mais  on  ni-  la  connaît  pas, 
et  la  question  est  ordinairement  d'en  trouver  à   priori 

Ann.  <b  Mathénitt.,  t.  XVll.  {  Aoûl  i!.^»,  )  19 
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une  valeur  géuërale  assez  simple  et  conTenanld'anemB- 
ni^re  usez  approcliée  à  toute  espace  de  courbes.  M.  I^o- 
bcrt,  dans  le  Mémoire  déjà  cité,  a  calculé  ooe  Table  de 
valeui-9  de  R  pour  des  courbes  de  divenes  amplitudes; 
mais,  en  admettant  U  Intimité  de  son  point  de  départ , 
l'emploi  de  la  Table  exige  la  connaissance  de  l'angle 
formé  par  les  coi'des  et  les  tangentes,  opération  toujours 
bien  délicate,  qui  devient  impossible  si  la  courbe  n'eii  pas 
tracée.  Aussi  le  savant  académicien  propose  de  prendre 
une  moyenne  entre  les  nombres  de  sa  Table  et  indique 

une  formule  développée  dans   le  seul  cas   où  R  ^  — 

M.  Parmentier  a  obtenu  la  même  formule  par  des  rai- 
sonnements tout  différents  (^ou^e^s  ^nno/ef,  t.  XIV, 
p.  370);  .ivec  nos  notations,  nous  écrirons 

(4)  »j.s,-H^'°'-^^'°'"-^'*'-^"'-""}. 

Antérieurement  M.  Poncelet  avait  pris  R:=a,cequi 
Ini  donnait 

(5)  />{. S, +  ^'°' +/(-.*) -/(*)-/tC-.)'lj. 
Vers  la  6n  du  dernier  siècle,  Simpson  avait  fait  aussi 


sait  difTéremment  le  polygone  inscrit  et  t^Henait 

(6)  j(S,  +  aS,  +  4S,) 

'<pii  est  la  somme  de  la  première  et  de  la  dernière  or- 
données ,  S,  la  somme  des  autres  ordonnées  de  rang  îm< 
pair. 

Nous  trouvons  enfin  dans  les  Nouvelles  jénnales  (1.  X, 
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f.  4  ■  5  )  une  formule  de  M.  Catalan  : 

,        (s-^r/(o)+/(»A)l  +  gl/(A)+/[(«-.)A]lj 
(7)    A  • 

U. 

Lorsqu^oD  a  seulement,  pour  mesurer  une  courbe,  U 
cOD naissance  des  ordonnées,  il  règne  une  telle  indéter- 
mination, que  je  crois  impossible  d'affirmer  à  priori  que 
telle  ou  letle  formule  l'emportera  toujours  sar  les  autres 
par  l'exactitude.  Je  vais  donc  faire  une  bypothèse  parti- 
culière. 

J'admets  que  l'ordonnée  de  la  courbe  puisse  se  dévelop- 
per en  une  série  rapidement  convei^ente 

i  j-=/(o)-4-*/'(o)  +  ^/"(o)  +  ^/-(o) 

C'est  supposer  implicitement,  comme  on  le  fait  dans  l'io- 
terpolation,  que  la  courbe  est  parabolique,  et,  de  plus, 
que  la  dilférence  des  dernières  ordonnées  aux  premières 
n'est  pas  excessive;  nous  admettons  aussi  qu'il  n'y  ait  pas 
de  tangenie  parallèle  aux  /,  circonstance  qui  ne  peut  se 
présenter  dans  les  paraboles  dont  nous  parlons. 

Notre  hypothèse  comprend  encore  les  hyperboles  ayant 
pourt^pe 

pourvu  que  -  reste  très-petit.     (■^  '/ 
L'intégration  de  la  série  (8)  entre  o  «t  nh  nous  don- 
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(    ^92    } 

(  „hf{o)  +  ^/'  (o)  4-  ^/"(o)  +  ~^r[o) 
(9)  „,,,  ^ 

Si  nous  calculons  par  l'équalion  (8)  les  ordouDées  équi- 
distantes  et  que  nous  portions  les  valeurs  ainsi  obte- 
nues dans  les  formules  (i),  (a),  (4),  (5),  (6),  {7),cha* 
Gune  d'elles  reproduira  le  développement  (9]  accru  de 
certaines  erreurs  indiquées  dans  le  tableau  suivant  : 

Polygone  cireonscn't. 
Polygone  iitscrit. 

'  — 3j 

MM.  Piobert  et  Parmentier. 

-ji'/-(o)-i»./-(o)  +  ..,. 

Simpson. 

+^*./..(„)+... 

M.  Catalan. 

-|/".o...... 

Effectuons  les  mêmes  substitutions  dans  l'expression  (3) 
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et  déterminons  R  de  maDÎère  à  faire  disparaître  les  termes 
eu  A*  fjui  se  trouveat  dans  le  dëveloppement  de  l'erreur, 
il  arrive  que  les  termes  en  h*  disparaissent  aussi.  U  faut 
pour  cela  poser 

ic  qui  donne  la  formule  nouvelle 

(an— ^)A-t-«B 


i|ui  rst  en  erreur  de 

Cette  formule  nouvelle,  celles  de  Simpson  et  de  M.  Ca- 
talan donnent  à  peu  près  la  même  approximation ,  puis- 
que, pour  toutes  les  trois,  l'erreur  ne  commence  qu'au 
terme  enf"  (o)  tpii  dans  noire  hypothèse  est  très-petit. 
Elles  sont  donc  préférables,  sous  le  rapport  de  l'exacti- 
tude, aux  quatre  premières,  mais  la  formule  de  M.  Ca- 
talan est  moins  simple  que  celle  de  Sîmpon,  qui  elle- 
même  exige  l'emploi  de  plus  d'ordonnées  que  la  nôtre. 

Pour  comparer  les  erreurs  des  quatre  autres  formules, 
je  m'arrêterai  aux  premiers  termes  qui ,  dans  notre  hy- 
pothèse, sont  prépondérants,  et,  au  point  de  vue  de 
l'exactitude,  j'établirai  l'ordre  suivant  :  MM.  Piobertei 
Parmentier,  M.  Poncelet,  polygone  circonscrit ,  polygone 
inscrit. 

Mais  l'exactitude  n'est  pas  la  qualité  la  plus  csseitiielle  ; 
tous  les  praticiens  que  j'ai  consultés  m'oiir  avoué  que  la 
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méthode  des  tnpètes  leur  snffisail,  et,  pour  ma  part^  je 
préférerais  à  toutes  les  autres  la  r^le  de  M.  Poncelet,  à 
laquelle  nous  n'avons  donné  que  le  cinquième  rang,  mai» 
qui ,  à  nos  yeux ,  a  te  grand  mérite  de  faire  connaître  une 

limite  toujours  certaine  de  l'erreur * 

Nous  avons  examiné  jusqu'ici  un  cas  favorabhi  il 
pourrait  arriver  que  des  tangentes  fussent  parallèles  auxj^ 
ou  que  les  ordonnées  prissent  de  rapides  accroissements; 
il  faudrait  alors  ou  changer  les  axes,  ce  qui  suppose  la 
courbe  tracée ,  ou  multiplier  les  ordonnées ,  et  si  ces 
moyens  sont  impraticables,  on  se  résignera  à  une  faible 
approximation  que  la  formule  de  M.  Poncelet  fera  tou- 
jours connaître. 

UI. 

Il  semble  au  premier  abord  que  l'indétermination  se- 
rait moins  grande  si  l'on  savait  tracer  les  tangentes; 
mais  ,  en  y  réfléchissant,  on  reconnaît  qu'il  existe  une 
in6nité  de  couches  qui  touchent  deux  droites  données  en 
deux  points  donnés. 

On  pourrait  cependant  mener  aux  extrémités  de  toutes 
les  ordonnées  des  tangentes  qui  par  leurs  intersections 
mutuelles  formeraient  un  polygone  réellement  circoD- 
scril  C  ;  on  joindrai  t  les  extrémités  des  ordonnées  consécu- 
tives pour  former  un  second  polygone  inscrit  I,  et  il  s'a- 
girait toujours  de  prendre  une  moyenne 


Pour  calculer  C,  il  faudrait  tracer  les  ordonnées  des 
points  d'intersection  des  tangentes  consécutives.  Remar- 
quons encore  que  le  polygone  C  se  rapprochera  ordinai- 
rcmint  pliiH  de  la  i-nurhe  que  le  polygone  à  nnghw  reii- 
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trauu  Â  que  notts  avions  d'abord  considéré;   c'est  là 
l'aTantage  que  procure  le  tracé  des  tangentes. 

Pour  détertniner  H ,  on  pourrait  remplacer  chaque  pe- 
tit arc  de  courbe  compris  entre  deux  ordonnées  successires 
par  un  arc  de  parabole  du  second  degré  ayant  mêmes  ex- 
trémités et  mêmes  tangenles  à  ces  extrémités.  Je  crois 
l'arc  de  parabole  dans  ces  conditions  préférable  en  gé- 
néral à  l'arc  de  cercle  proposé  par  M.  Ptobert  (Nou- 
velles Annales,  t.  XIII,  p.  338),  parce  que  l'équation  de 
la  parabole  contient  quatre  paramétres  et  celle  du  cercle 
trois  seulement. 

Dans  la  parabole ,  le  triangle  formé  par  deux  tangentes 
et  leur  corde  de  contact  est  triple  du  segment  limité  par 
les  tangentes  et  la  courbe ,  ce  qui  nous  conduirait  à  adop- 
ter pour  R  la  valeur  --  et  pour  la  surface  cherchée 


Mais,  nous  le  répétons,  il  nous  parait  impossible  d'af- 
firmer que  cette  méthode  soit  toujours  préférable  à  une 
antre,  et  on  devrait,  selon  nous,  adopter,  comme  dans  le 
§  II,  B  ^  !t,  ce  qui  donne  pour  limite  certaine  de  l'er- 


Cependant,  comme  il  est  assez  facile  de  tracer  avec 

la  r^le  une  parabole  quand  ou  connaît  deux  tangentes 

et  leurs  points  de  contact,  on  pourrait  examiner  si  les 

petits  arcs  de  ta  courbe  donnée  s'approchent  assez  des 

3 
arcs  paraboliques  pour  prendre  R  =  — 
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SOLlITieN  m  U  «liKSTiail  44» 


PAm  H.  L.  BRAULT, 
ÉléT«  de  l'institution  BarbM. 


DémontroDS  l'identité 


".( 

«.   +   <»■    + 

<»,+.. 

.+  aJ-«.( 

ï. +  a.) 

'  (« 

-*-o,){a. 

+  «. -t^ 

•>>) 

+  ... 

'  (• 

+  */,  H-O 

)(''.+ 

«,  +  «■  +  «,) 

«Ik 

"*"(» 

-i-a,  +  . 

.  +1™ 

(OSCA 

Wbbm».) 

D'ïbord 

1 

a.  + 

a. 

a, 

' 

a,  (fl.  +  a 

+  «.) 

Il 

Une  simple  transformation  rend  le   second  membre 
identique  au  premier.  Cela  posé,  si  l'on  a 
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011  aura  aussi 


i-'^.)(: 


Eln  efiet,  l'^alité  [2)  étant  supposée  prouvée,  l'éga- 
lité (3)  peut  s'écrire  (en  posant  A  =  ^1  +<>■  +  ->'-l-ap_i) 


14) 


«.(a.  +  A-l-a,)       a,  (fl,  +  A)^(fl.  +  A)(a,+  A  +  fl,) 


Mais  cette  ^alité  (4);  de  même  forme  que  l'égalité  (1), 
se  démoulre  de  la  même  manière.  Donc  la  formule  éunt 
vraie  pour  p  =  3  ,  subsiste  donc  pour  p  =  4,et  ainsi  de 
suite.  c.  Q.  F.  D. 

MM.  Laqoiére  (lycée  Saint-Louis),  F.  Farjou,  lycée 
de  Saint-Omer  (classe  Souîllart)  ont  résolu  la  question 
de  la  même  manière. 


ÉQUATWN  BUNR  StIRFACB  BU  HUVIÏMB  BEURÉ 

PASSANT  PAR  NBUP  POINTS; 

pab  m.  poudra. 

i.  So\entXi,jr,,Zt  ;a:»,^,,  r,  ;«,,/,,  z^ ,  les  coordon- 
nées respectives  de  trois  points ,  et  ax+  fy  -^cx  =  d 
l'équatîoD  du  plan  qui  passe  par  ces  trois  points;  on  a 

«X,  ■+•  byi  ■+■  c»,=  d, 
«"■■>+■  *rj  +  ni  =  'li 
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d'où  l'on  déduit 

(X.J.Ï.)-— -— _    ______ 

et  de  là  pour  l'équatioa  du  plan 

les  parenthèses  désignent  des  déterminaDts. 
Ou  bien 

■r[Lr.ï,)  +  0'.*.)  +  (r.».)]+/[C'i ->)  +  (*.»■) +  (*.*■)] 

et  développant 

'[/.;*'-»>)+/'(»>  — «>)+r>(2.—».)] 

^-r[»i  ('.-«.)  +  ••(*. -*i)+'>(*'-^>)] 

=  ^ij-.«.  — *ij-.»>— ■^t7.»ï-t-'.j'i».-*--E,j-i»i— ^.r.fc 

9.  SoientIesneufpoiDtsÂ,B,C,D,E,F,F,H,I, 
ayant  pour  coordonnées  respectives,  savoir 


1., 


Concevons  le  tétraèdre  ABCD  ;  d'après  le  §  1 ,  on  peut 
trouver  les  équations  des  plans,  faces  du  solide. 

Désignons  par 

a  =  o  réquatinn  des  plans  BCD , 
b  =  ù  .  ACD, 

c  =  n  .  ABD, 

-/  =  o  .  ABC. 
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IMsignontparn,,  bgtxtfuedevieoaeniaetb  lorsqu'on 

y  remplace  x,  y,  z  respectivement  par  les  coordonnées 

Xi,jt,  Zf  dapointE,  et  ainsi  des  autres;  on  obtient  poar 

réqnattoD  fin  plaa  CDE  abt  —  611,  =  0, 

>  CDF  ab,~ba,  =  o, 

■  ABE  cd,  —  (fr,  =0, 

•  ABF  etli  —  rfc,  =  o. 

Le  faisceau  de  surfaces  donoé  par  l'équation 

(ai,  —  Aa.)  (ed,  —  de,)  —  K(fl6,  — ia,)  (crfi  Je,)  =  0, 

on  K  est  une  indéterminée,  passe  par  tes  six  poiuts 
A,B,C,D,E,F,  ce  qu'on  peut  écrire  d'une  manière 
ibi^ée 

(<i6.)(«^)-K(«6.)(«f.)  =  o. 

Déterminons  K  de  matii&re  qu'une  des  surfaces  du 
faisceau  passe  par  le  seplïime  point  G  (x^,,  y,,  z,); 
alors  il  vient 

i.-[iib,){ed,)(a,b,){e,d,)-{ab.){cd,)(a,h,){c,d,)  =  o. 

Les  pareuthèsee  sont  des  binâmes  alternés  et  R=o 
est  une  des  surfaces  qui  passent  par  les  sept  points 
A,B,C,  D,E,F,G,  et  cette  surface  est  réglée;  caries 
dnii  droites  AB,  CD,  arêtes  opposées  du  tétatrèdre 
ABCD,  sont  enlièrement  sur  cette  surface. 

Par  ces  mêmes  sept  points,  on  peut  faire  passer  une 
^ecoode  surface  r^lée  S  renfermant  les  deux  droites 
AD,  CB  ;  pour  avoir  S ,  il  sufïit  de  changer  dans  R  6  en 
ï'  et  rf  en  ï  ;  on  oblîenl 

S=  [ad,)  {cb,)  («,  rf.)  [c,  éO  -  (ad,)  {cb,}  (a,  d,){c,  b,)  =  o. 

EnSo  par  ces  ntémes  points  on  peut  faire  passer  une 
iivisième  surfaiv  réglée  I  renfermant  les  deux  droites 
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AC,  BD;  il  sufGt  detjhaugerdaiisR,  ieii  cetc«a  ï^ona 

l=lac,){bd.)la..c,){l>,d,)-(^c,){bd,)(a,^,){b,d,); 
la  surface  du  deuxième  degré  donnée  par  l'équation 

passe  évidemment  par  les  sept  points  A,B,C,D,Ë, 
F,  G,  et  en  général  n'est  plus  réglée  et  les  deux  indé- 
terminées pctç  peuvent  servir  à  faire  passer  la  surface  par 
les  deux  points  restants  H  et  I  ;  désignant  par  R, ,  S| ,  T|  : 
B,,  Sg,  T,  ce  que  deviennent  respectivement  R,S,  Ten 
remplaçant x,^,  z  successivement  parXi,_7'i,  z»  ;  ï»,  Xi''» 
on  a 

pR,  +  qS.  =  T,, 


(R.S.): 


-  (T. S.)       (R.T.) . 


ainsi  l'équation  de  la  surface  qui   passe  par  les  neu& 
points  donnés  sera 

(  i  )  (T. S,)  B  -I-  (R,  T. )  S  +  (S,  B.)  T  =  o. 

R renferme  3a  termes;  (Tt  S,)  renferme  a  .Sa'  termes, 
ainsi  (TiS*)  R  contient  3.32*  termes, et  l'équation  (i) 
contient  en  général  6. 3a' ^196608  tonnes;  c'est  le 
uombre  en  considérant  a,b^c  ,d  comme  des  monàmes  ; 
mais  chacun  renfenne  vingt-quatre  termes  exprimés  en 
fonction  des  coordonnées  ;  ainsi  le  nombre  des  termes dcl'é- 
quaiiOD  en  fonction  des  vingt-sept  coordonnées  est  3".»" 
termes  :=  71180,3641989,898,^93,898,589,  nombre  com- 
posé de  vingt-deux  chiffres,  mais  dans  les  calculs  nu- 
mériques le  nombre  de  termes  se  rédtiii  considérable- 
ment. 

3.  Si  x,,y^,Zi,  sont  les  cooidouiiécs  d'un  dixième 
poinl  situé  sur  la  même  surface,  el  si    l'on  désigne  pai 
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R,o,  Si  0,  T|Oi  ce  que  deviennent  R  ,  S,  T  en  y  rcm^ila- 
çanlx,/,  z  par  Xioi^is,  z,<i,  on  a  la  relation  suivante 
entre  les  coordonnées  de  dix  points  situés  sur  la  surface 

(T.S.)R*  +  (R.T,)S„  +  (S.R,)T„  =  o, 


r- 


s.,  s,, 

R»   R.. 


Pab  m.  de  blerzy, 

Diracleiir  des  lignes  t^légraphiquei  i  la  Rochelle. 

1.  On  lit,  page  30O  de  la  Théorie  des  déterminants, 
du  D^  Briosclii  (traduction  Combescure)  que  les  inva- 
riants 9  d'ane  fonction 

doivent  vériCer  les  équations  dîQërenti elles 
(a)  2''''-T^  =  o. 


(3)  2--' 


J^-o 


La  seconde  de  ces  équations  différentielles  par  sa 
texture  et  par  son  mode  de  formation  est  symétrique  de 
la  première  par  rapport  à  (a,- ,  «„_;) ,  c'est-à-dire  qu'elle 
se  déduit  de  la  première  par  la  substituUon  de  a„^i  à  o^ , 
pourvu  que  <f  soit  symétrique.  La  condition  de  symétrie 
mise  à  l'équation  (  a  )  suffit  donc  pour  caractériser  les 
invariants. 

Le     savant     traducteur    de     l'ouvrage    cité    ajoute  : 
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«  M.  Cayley  a  prouvé  qu'une  seule  équation  diflïren- 
tielle  jointe  â  la  condition  d'homogénéité  peut  rempla- 
cer les  deux  équations  dont  il  s'agit,  a  Cette  homogàtéiic 
doit  probablement  s'étendre  tant  aux  indices  qu'an 
exposants. 

2.  Une  fonction  paire  J't„  a  un  invariant  du  2'  d^ré 
qui  est 

(4)  *l,„  —  a,a„—2m.a,a„_,-\ ! 'a,a„^—..., 

2        i.a. . .  m        "' 
It,.  est  symétrique  el  satisfait  l'équation  (  a  ]  ^  la  vérifica- 
tion est  facile. 

3.  Une  fonction  impaire y^,^!  a  un  invariant  4'  degré 
qni  est 

(5)  1, 


^— (2-fe)"-4i-i.., 


Ifm  étant  l'invariant  du  2*  degré  de 

/-(».." '-){■', r)', 

r,„  étant  l'invariant  du  a'  degré  de 

Ou  peut  écrire  cet  invariant  sous  la  forme  suivante  : 
(6)    I^,  =  (  -h«,. «,««*,  +  ...  )-4i-i'.-. 

où  cti  se  déduit  de  a,^,  par  la  formule 

,         ,  .         ,  am..  .  (a»i  — 1-1-3) 

f«,=  (2jn-H-a)«,_,  — 2. — —^ —  ', 

et  a,  =  am —  i. 
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Iti^t  Mt  symétriqae  sous  les  deux  tonnes  que  nous 
venons  de  lui  donner,  et  la  vérification  de  l'équation  dif- 
férentielle (a)  s'en  fait  aisément  en  ayant  égard  à 

,«^,■^  =  0. 

4.  La   fonction  paire  f%„   a  un  invariant  du  degré 
m  -f- 1  qui  est 


(à  démontrer). 


5.*  Il  serait  boa  que  les  invariants  fussent  lonjours 
écrits  d'une  manière  uniforme,  par  exemple,  sous  la 
forme  que  leur  donnent  les  formules  cî-dessus.  En  em- 
ployant la  notation  habitoelle  (*),  on  a,  pour  le  a' degré 


I.= 


c— 6' 


pour  le  3*  degré, 

I,  =  (<id  —  *e)' —  4  {flc  —  è'}; 
pour  le  4*  degré, 

I,=  fle  —  4ftif -(-3e', 


h  c  à 


=  aee  -t-  2  brd  —  fc'«  —  ad' 4^  ; 


pour  le  5*  degré, 

I,=(a/_3ic-f-2<-d)'-4(«  — 4W-l-3c')(i/— 4«+3<'')- 

(*]  Aloraon  remplie*  *,  par  a,  a,  pirfr,  a,  parc,  a,  par  i,  etc.    Th. 
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Les  équatious  différentiel  les  de  condition  sont,  poni- 
le  5'  degré, 

dl         ,JI      ,   rfl       ,^rfl      _    dl 
dû  de  dd     ^    de  df 

et 

^'Ta^^'Tb^^''Tc-^^''Td^-^T.  =  °- 

En  vëriâant,  au  moyen  de  ces  équations,  l'invariant 
I(  que  nous  veaons  d'écrire.  On  verra  clairement  qiir 
la  condition  de  symétrie  peut  être  substituée  à  l'une 
d'elles. 

Note  du  Rédacteur. 

Premier  exemple.  Soit  n  =  4  ;  par  conséquent  m  =  a. 
On  a 

f,  =  a,x'-\-  4ii  x^x  ■+-  6a,  *v  +  4<».  ^r'  +  «ir'- 

P rentier  invariant. 

L'équation  (n)  développée  est 

^     '  rfa,  da,  da,  da^ 

^  =  -4..;     ïi=6«,;     ^  =  -4».;    ^  =  ".i 
da,  da,  da^  da, 

faîsaift  les  substitutions,  l'équation  (a)  se  vérifie. 

Deuxième  invariant. 

—  i\^a,a-       a,  a,,!,  — a,  a,       a,. 
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les  sttbstîluiions  vérifient  réquaiioii'(a). 

Deuxième  exemple  : 
«  =  3;     /n  =  i; 

/,  =  «,*"  +  3a,  «r+«»7';    /',=«■«'+ aa,«/+fl,j-'; 

\     da,  da,  da,/        ^      " 

c'est  l'Àjuation  (5)  développée 

dh  dU  dh 

aof  da,  da. 

Substituant,  on  trouve 

I.  =  («,fl,  —  n.fl,)>-4(fl.B,_*î)(a,  „,_„;)  =  ,, 
L'éqnalion  (a  )  développée  est 

Faisant  les  substitutions,  elle  se  vérifie  de  nénie  pour  !(. 

«DHSTISN  B'BXAMEII 

(MiissibiUtfil'finteNiTite). 

Sachant  que  le  volume  d'un  segment  sphérique  à  une 
base  est  une  fonction  entière  du  troisième  ■  degré  de  la 
hauteur  du  segment ,  déterminer  cette  fonction. 

Soient  h  la  hauteur  du  segment  et  r  le  rayon  de  la 
Àm.  de  UaihénuiiiKi,  ».  XVII.  (Août  ,858.)  ao 
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sphère.  Quand  A  :=:  o ,  le  volume  du  segment  est  nul  ; 
doDc,  U  fonction  cherchée  est  de  la  forme  AA'+  Bk*-i-Ch  ; 
c'est-à-dire  qu'elle  ne  renferme  aucun  terme  ind^pendaDt 
de  h.  11  est  de  plus  à  remarquer  que  le  coefficient  C  de  la 
première  puissance  de  h  ne  peut  être  négatif,  car,  en  don- 
nant à  k  une  valeur  positive  suffisamment  petite,  le  signe 
de  Ah*  +  BA*  +  Ch  est  le  même  que  celui  de  C, 

Cela  posé,  considérons  un  cylindre  ayant  mémo  base  et 
même  hauteur  que  le  segment,  son  volume  aura  pour 
expression  anrA* —  ith'.  Et,  comme  le  segment  est  euti^ 
rement  contenu  dans  l'iDiérieur  du  cylindre,  il  en  résulte 
l'inégalité 

AA'-(-Bfi'  +  C/i<  2irrA'— irA', 
d'où 

C<a«M  — itA'—AA'  — BA. 

Si  l'on  fait  conver^r  h  vers  zéro,  le  second  membre 
de  cette  inégalité  devient  moindre  que  toute  quantité  po- 
sitive donnée,  donc  C  ^  o. 

Pour  déterminer  les  valeurs  de  A  et  B,  on  remarquera 
qu'en  remplaçant  successivement  h  par  r  et  a  r,  le  volume 

du   segment  prend  les  valeurs  ^nr',     =1:^;    de  sorte 

qu'on  a 

AH +  Br"  =  !«/■',      et     8AHH-4BH=|itr', 


Ces  dernières  équations  donnent 
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Par  conséquent,  la  fonction  nhercliée  est 


?/otfr.  Cette  question  a  été ,  il  y  a  quelques  années , 
adressée  plusieurs  fois  par  M.  Comte  à  des  candidats 
pour  TadmissioR  à  l'École  Polytechnique,  aucun  d'eux 
ne  l'a  résolue  (*).  Il  n'existait  alors  aucun  Programme 
officiel;  les  questions  de  fantaisie  avaient  un  libre  cours. 
Je  crois  qu'elles  n'ont  jamais  servi  à  éclairer  le  jugement 
de  MM.  les  Examinateurs  sur  l'intelligence  et  l'instruc- 
tion des  candidats  qu'ils  ont  examinés.  Je  reviendrai  sur 
ce  sujet.  G. 


F«MlilRS  FOnulENTALES  DE  l'ANiLVSK  SPHERIOUE 

P*ii  M.  VANNSON. 

Théouème.  Siau  centre  tfune  ellipse  onfaii  un  angle 
droit  et  çu'on  prolonge  ses  côtés  jusqu'à  la  rencontre  du 
cercle  principal  aux  points  A  et  B,  çu'on  projette  les 
points  A  et  B  sur  Vaxe  commun,  au  moyen  des  arcs 
AP,  BQ  coupant  VelUpse  en  A',  B',  qu'on  trace  les  arcs 
OA',  OB',  on  aura  construit  un  système  de  diamètres 
conjugués. 

En  effet,  nommons  or,  a'  les  angles  de  OA',  OB'  avec 
l'ase;  x",  y  les  tangentes  des  coordonnées  de  A';  x",  >" 
celles  de  B',  nous  aurons 

tang  a  tang  «'  =    ■,■■■„■  ; 

(']  La  lolution  qa'on  a  voulu   déduire  de  la  dclermiiMtiun  du  niaiî- 
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maïs  si  on  appelle  Y',  Y"  les  tangentes  des  «torâonDéei 
de  A,  B,  onaura 

donc 

6>    Y'    Y'  b' 

Unga.Unga   =-.^.^  =  ---     c.  q.  f.  d. 

Corollaire,  Dans  le  triangle  rectangle  AOP  on  a 

x'  ^  <t  cos  AOP, 
et  de  même 

;="=  — asinAOP, 
donc 

«,'+*;  =  «'; 
on  verra  de  la  même  manière  que 
J','  +  J'.'  =  *'■ 
Ajouuntces  égalités  membre  à  membre,  on  a  )■  re- 
laUon 

a,'  +  *,'  =  a'  +  6'. 
3".  Si  on  appelle  <f  l'angle  OAP,  on  voit  sur  la  Ggnre 
qu'on  a 

a' COI  a  =  a  COlf  j 

de  même,  en  construisant  le  cercle  principal  sur  le  se- 
cond axe,  on  aura 

h'  sin  a'  =  &  cos  ip  ; 
en  multipliant  ces  ^alités  membre  à  membre,  on  a 

a'  b'  sin  a!  cos  a  =  ab  cos'  f , 
on  trouve  de  même 

a'  6'  sin  a  cos  «'^  —  ab  sin'ç  ; 
d'où  par  soustracUon 

«'6'sm(a'— a}  =  ai. 
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3°.  L'^alité 

peut  s'énoncer  ainsi  : 

La  somme  des  tangentes  carrées  des  projections  de  deux 
demi-diamètres  conjugués  sur  on  dea  axes  égale  la  Un- 
ième carrée  de  la  moitié  de  cet  axe  ;  enfin  on  a  la  relation 

d'coï'f  +  i'ïin'f  =  a,', 

c'est-i-dire  que  la  somme  des  Ungeotes  carrées  des  pro- 
jections des  deux  axes  sur  un  diamètre  égale  la  tangente 
carrée  de  la  moitié  de  ce  même  diamètre. 

Ces  relations  donnent  la  solution  d'un  grand  nombre 
de  problèmes  relatifs  k  l'ellipse  spbérique  ;  nous  noua  bor- 
nerons aux  principaux, 

i.  Connaissant  deux  diamètres  conjugués  a',  €'  et  leur 
angle  8,  trouver  la  grandeur  des  axes.  On  trouve 

a+6=  ^a*  +b*~^a'  h' un  9,     a—b^\^a^ -{-bj +^a'  b'  mt^. 

Si  on  se  reporte  à  l'équation  d'un  petit  cercle  en  coordon- 
néet  obliques,  on  est  conduit  à  la  construction  suivante  : 
Soient 

OA  =  a',     OB  =  e", 

et  l'angle  0  =  6.  Faisons  au  point  O  l'angle  droit  AOC 
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et  prenou» 

OC  =  OA, 

prenons  au.si 

•arc 

OBD 

=  -     et     OCF=- 

joigQODS  C,  D  «t  F,  B,  soit  M  U  rencoatre. . .,  tang  OM 
représentera  a-i-b;  prenons  ensuite  OB'  =  OB,  joignons 
F  à  B',  ei  soit  N  la  rencontre  des  arcs  FB*  et  DC  ;  on  aura 

tang  ON  =  a  —  if, 
d'où  on  ûre 

__  tang  OM  +  tan);  ON       ^  _  tang  OM  —  tang  ON 


expressions  que  nous  avons  déjà  construites. 

Pour  trouver  la  direction  des  axes,  nous  avons  les  re~ 

laUons 

*' 
a  —  x=:0     et     tang  CE  tangct^^ ;i 

si  nous  nommons  S  le  supplément  de  et',  nous  aurons 

bH-S^jt  —  S     et     tang  a  tang  S  =  — ; 

le  problème  revient  donc  à  partager  un  arc  donné  ir  —  6 
en  deux  segments  tels,  que  le  produit  de  leurs  tangentes 

égale  —  (question  déjà  résolue  géométriquement). 

Connaissant  trois  des  six  quantités  a,  b,  a',  b',  a,  a',  on 
propose  de  trouver  les  trois  autres. 

Problème  I.   On  donne  a,  b,  a,  trouver  a',  b',  a'. 
Soient 

OA  =  a,     OB=b     et     MOA  =  a; 

cela  revient  à  trouver  l'intcrsecliou  de  l'ellipse,  sans  la 
conslruire,  avec  lectTclcOM. 
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Pour  cela,  j'élève  AM  perpendiculaire  à  OÂ,  et  je 


prends  AM'  tel,  qu'on  ail 

tang  AH'       tang  a 
tang  AM  ~  tâïïgï  ' 

je  trace  l'arc  OM';  soîiPsarencoDire  avec  le  cercle  prin- 
cipal; menons  l'ordonnée  PH;  le  point  K  où  elle  coupe 
OM  sera  évidemmeni  l'exlrémité  de  a' .  Construisons 
l'angle  droit  POL,  prolongeons  l'arc  SL  jusqu'en  X,  ti- 
rons BX  ;  la  rencontre  de  cet  arc  avec  l'ordonnée  LN  sera 
l'exirémité  du  diamètre  h' . 

Remarque.  Le  procédé  que  nous  venons  d'employer 
pour  construire  la  rencontre  d'un  grand  cercle  OM  avec 
une  ellipse  non  construite ,  mais  dont  on  a  les  axes ,  s'ap- 
plique à  une  position  quelconque  du  cercle  sécant,  en 
sorte  (|a'un  problème  peut  être  regardé  comme  résolu 
graphiquement  si  on  le  ramène  à  trouver  rinterseclion 
d'un  grand  cercle  et  d'une  eili])se  dont  on  a  les  axes  en 
grandeur  et  en  direction. 

PaoBLkuE  II.  On  donne  a,  b,  a',  trouwt  lis  trois 
autres  quanliiés. 

Fie.  :!. 
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Considérons  ces  trois  nombres  donnés  comme  des  Un- 
genies ,  et  soient  x',  y'  les  tangentes  des  coordonnées  de 
l'extrémité  du  diamètre  donné  j  on  a 

x':=a'cosii,    j^  =  «'wBii. 

Portant  ces  valeurs  dans  l'équation  de  la  couri>e,  on  a 

I        coi' a      sin'oE 

On  tire  de  là  une  valeur  de  tanga  facile  à  conslmïre  an 

moyen  des  propriétés  du  triangle  rectangle  et  en  se  mp- 
pelant  l'éqiiBtion  du  petit  cercle  x*  +y*  =  r*- 

FnOBLÈHE  III.  On  donne  a',  b',  a  (a',  b'  étant  des 
tangentes). 

On  vient  de  trouver  la  relation 


b'  =  a]-*-  b]  —  a', 

ce  qui  donne  pour  trouver  a*  une  équation  du  deuxième 

Fie.  4. 


degré.  La  condition  de  réalité  des  racines  est 

b'  >  îa'  sin  s  cos  « 
ou 

6J]>ojMoa«. 

Si  on  prend  pour  l/*  cette  valeur  minimum,  on  trouve 
que 

UDga'=— I. 

Ce  qui  démontre  te  théorème  suivant  : 
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Étant  donnés  les  directions  des  axes  d^une  ellipse  et 
un  point  A ,  parmi  toutes  les  ellipses  quon  peut  con- 
struire atvc  ces  données ,  il  jr  en  a  une  dans  laquelle  le 
conjugué  du  diamètre  OA  est  un  minimum,  et  dans 
cette  ellipse  la  direction  du  conjugué  divise  l'angle  des 
axes  en  deux  parties  égales. 

PoDr  la  construire,  il  faut  résoudre  le  problème  sui- 
vant: 

pKOBtfcHB  IV.  On  donne  a',  a,  e^,  trouver  les  trois  autres 
quantités,  a'  désigne  un  arc. 
Soient 

AOH=a,     COH  =  «',     0A  =  «'. 

Si  nous  prenons 

et  que  nous  menions  l'arc  CA ,  il  sera  tangent  à  l'ellipse 
Fie.  5. 


::J^^ 


proposée.  Donc  appelant  a  la  Uogente  de  l'axe  suiyani 
ON ,  on  aura 

a'  — tangOD  tangOP, 

ce  qui  permet  de  trouver  géométri(|uement  la  grandeur 
de  l'axe  DD'.  Le  reste  se  trouve  par  des  moyens  déjà  ex- 
posés. 

Nous  n'examinerons  pas  ici  les  autres  cas  qui  se  résol- 
vent par  des  constructions  analogues  aux  précédentes. 

Si  l'on  prend  pour  axes  de  coordonnées  un  système  de 
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diamètres  conjugués,  il  est  ërîdcnt  que  l'Àjnatioo  cod- 
servera  la  même  forme.  On  peut  donr  rapporter  la  couil>e 
à  deux  diamètres  pai-  la  transformation  des  coordonnées  ; 
le  calcul  se  fait  comme  pour  les  courbes  planes. 


QUESTIONS  DEXAMBN 

(AMnihIilé  irÉMle  PslTtnbiifie  ) . 


I.  Lorsque  l'équation  générale  du  second  degré  à  tnnt 
vanables 

.  .       I       <ix'  +  a'y^-^a"i'-\-'xbyi-^'3ib'xt-\--xb"xj 
'  '       I  4- 3M  +  ic'j-+ac"i  +  rf=;  o, 

représente  un  cylindre  parabolique,  la  Jonction  homo- 
gène 

aa:'  +  a'j''+  fl"«'  +  ibyc  +  xb'xt  -t-2  A"*/ 

formée  des  termes  du  second  degré  est  un  carré  exact. 

EneQet,  lorsque  l'équation  (i)  représente  un  cylindre 
parabolique,  on  a  (page  liy) 

b'b"        ,      bb"        ,      bb' 


En  remplaçant  o,  a',  a"  par  ces  valeurs  dans  la  fonction, 

nx'-^-a'Jr'  -(- n"z'  + afrjK*  +  2b'xi-+-  ■ib"xy, 

elle  devient 

b-b"  bb"  bb' 

—  x^+  — -j'  +  — y  î'4-  aéiï+  2  6'.rî  +  2  6",c>, 
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C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

En  supposant  toujours  que  l'équatioD  (i)  représenlu 
un  cylindre  parabolique,  on  voit,  d'api-ès  ce  qui  précède, 
que  cette  équation  revient  à 


(^ 


I  T.CX  +  Scj-H-  2C 


Elle  résulte  éTtdemment  de  l'éliminalioii  d'une  indéter- 
minée a,  entre  les  équations 


¥- 


Ces  deux  dernières  équations  représentent ,  par  consé- 
quant,  les  génératrices  rectilignes  du  cylindre  parabo- 
tique.  Ces  génératrices  sont  parallèles  k  la  droite 

f+F  +  P  =  *''    =»'^^  +  »^J  +  »^''»  +  ''  =  o. 
G. 
La  suite  prochainement. 


Pa*  J.-Cb.  DUPAIN. 


Construire  la  courbe  à  équation  polaire 
^1  — e'iin'y 
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La  forme  générale  se  recoDuait  assez  bien  au  moyen  de 
l'éijuatîoiij  mais  il  est  plus  commode  pour  ccrtaîus  dé- 
Utils  de  prendre  les  coordonnée»  rectangulaires 

_^{c'-i)-(2_c>)x»j-'_j:'h-.  =  o. 

En  suivant  les  méthodes  ordinaires  de  discussion  ,  on 
arrive  aux  résultats  suivants  : 

Il  est  inutile  de  tenir  compte  des  valeurs  négatives  de 
p  pourvu  que  ip  varie  de  o"  à  36o  degrés. 

La  courbe  esi  symétrique  par  rapport  aux  ânes  coor- 
donnés ;  il  suffit  donc  d'en  étudier  le  quart. 

Il  y  a  cinq  cas  principaux  à  distinguer  : 

i".  c*<^  I.  La  courbe  est  fermée;  elle  présente  l'aspect 
d'une  ellipse  dont  le  petit  axe  serait  dirigé  suivant  l'axe 
polaire.  Le  plus  petit  rayon  vecteur  est  l'unité,  le  plus 

grand     • 

i/i  —  e' 

3°.  c*=;i.  On  peut  écrire 


l'aspect  de  la  courbe  est  celui  d'une  branche  de  conchoïde 

(p  = +  A)qui  serait  répétée  symétriquement  par 
cos  j        / 

rapport  à  sa  directrice  (p  = )■  L'axe  des  y  est  une 

asymptote  commune  aux  branches  de  la  courbe;  il  y  a 
quatre  inflexions. 

3°.   3  )>  c'  ^  I .  Il  y  a  deux  asymptotes  ayant  pour 
équations 

•m  11  =  31  -    ou     X— , 

L'ordonnée  positive  de  la  courbe  est  plus  petite  que  celle 
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de    l'asymptote.    L'angle    asjmptotîquc    qui    renferme 
cbaque  branche  de  courbe  est  obttis. 
y  commence  à  être  réel  quand 

e      ' 
et  alors 

_  ^  \^a  —  c'^ 

la  ungente  est  parallèle  aux  ordonnées.  Quand  x  aug- 
mente, y  prend  quatre  valeurs  égales  deux  à  deux,  sauf 
le  signe ,  jusqu'à  ce  que  j;  =  i  ;  y  n'a  plus  que  trois 
râleurs 


-^m- 


Le  point  (i,o)  est  un  sommet  de  la  courbe.  L'ordonnée 
n'a  plus  ensuite  que  deux  valeurs  de  signes  contraires,  et 
la  courbe  se  rapproche  de  ses  asymptotes.  Il  y  a  dans  le 
voisinage  du  soiumet  une  inflexion  pour  chaque  quart  de 
la  courbe  dont  l'aspect  est  celui  des  branches  infinies  de 
la  courbe  du />/<ii/e  (j'* — X* —  96  rt'j-'-f-  looa'jr'^o) 
étudiée  par  l.acroix  dans  ses  Éléments  de  calcul  diffé- 
rentiel, et  par  MM.  Briot  et  Bouquet  (  Géométrie  analy- 
titfue,  a*  édition,  p.  197). 

4".  c'=  2.  L'équation  se  simplifle  et  peut  s'écrire 


La  courbe  a  le  même  aspect  que  l'hyperbole  équilatère 
(y*  —  x*^  —  i)  qui  a  mêmes  asymptotes  qu'elles,  mêmes 
sommets  ei  mêmes  tangentes  aux  sommets. 

5°.  c*>-  a.  L'aspect  général  de  la  courbe  est  encore 
celui  d'une  hyperbole  ayant  les  mêmes  asymptotes,  mêmes 
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sommeil,  mêmes  tangentes  aux    sommets-  L'angle  des 
asymptotes  est  aigu. 

L'aire  de  la  courbe  est  une  fonction  elliptique  de  pre- 
nd i  ère  espèce 


v'. 

La  différentielle  développée  donne  une  série  convei^enle 
lorsque  csinç^i, 


^'''  <       ..as..., y-, 

».4.6.. 


-c'ftiav^.. 


L'intégrale  générale  n'est  pas  simple;  mais  on  peut  re- 
marquer que 


r 


et,  par  suite, 


r 


"i  ,  ri  3  5...,(af-.)..T ,      ; 

Cette  série  n'est  convergente  que  si  c  est  inférieur  à 
l'unité. 

Idiote  du  Rédacteur.  Il  est  urgent  de  diriger  l'attention 
des  élèves  sur  celle  courbe ,  une  des  plus  importantes  He 
l'époqne  actuelle,  d'après  l'emploi  de  son  aire  dans  les 
sciences  physiques.  Nous  en  dirons  autant  de  la  courbe 
gamma. 
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SMUTION  N  U  «CeSTION  42* 


P*B  M.  BARDIN, 

Ëli'TB  de  l'Ecole  ucondaÏTeds  Taarnua  (cliaie  de  M.  Andanion). 

La  résolution  des  triangles  ABC,  ACD  (irigonométrie) 
nous  donne  les  angles  ABC  que  je  nomme  B,  ACB,  ACD 
dont  je  nomme  la  somme  C,  et  tes  c6tés  BC  que  j'ap- 
pelle ï,  CD  que  j'appelle  c.  Je  les  considère  comme  déjà 
connus.  Je  nommerai  r  chacun  des  rayons  é^aux  OB, 
OC,  OD,  o  l'angle  AOB,  e  l'excentricité  AO,  à  trouver. 
Je  prendrai  pour  inconnues  auxiliaires,  y  l'angle  OCD 
formé  par  le  rayon  OC  et  le  côté  CD,  £  l'angle  ABO  formé 
par  le  rayon  OB  et  le  càté  AB. 

Cela  posé,  remarquons  que 

-^rco*.(e  —  7)  =  r(co».Ccos.7  +  !ioCsin7\ 


Substituant  dans  l'équation  précédente,  il  vient 

i  =  c  (cos.C  +  ïin  C  Ung7), 
d'où 

i— ccos.C 
tang  7  =      ,  ,i-  f      i 
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/  éUDt  connu,  l'équation  (i)  donne  la  valeur  de  r. 
Alors,  en  observant  que 

OBC  =  BCO  =  C  —  7, 
et  que  par  suite 

.  =  B  +  7  —  C, 

on  voit  que  dans  le  triangle  AOB  on  connaît 

AB  =  a,     OB  =  r, 
et  enfin 

.  =  B-4-7  — C. 

On  n'a  plus  qu'à  résoudre  ce  triangle  i  l'instar  des  deu<[ 
antres. 

On  obtient  ainsi  l'angle  o  et  l'exceDUicité  e. 
Tous  calculs  faiu,  on  trouve 
r=io6485, 
o=  iSa"  a5'  So", 
e  =61082. 
Je  placerai  comme  points  de  repire,  les  principaux  ré- 
sultats intermédiaires 

8  =  78»  44'     o", 

acb  =  74<'  10'  43", 

ACD  =  3i'    8'  39", 

ADC  =  34'  49'    9", 

c:=  t^io48. 
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f  =  30°     20'    49"  I 

7  =  Sfr  34'  16", 
ABO=  9-  58'  54", 
BA0=i7"  35'    16". 

Remarque.  Comme  vérification,  on  peut  calculer  e  au 
moyen  du  triangle  AOC  ou  du  triangle  AOD.  Pour  la  ré- 
rifi(»tîon  de  o.  on  peut  remarquer  cjue  l'on  doit  avoir 
CAO  +  BAO  =  BAC. 

yote  du  Rétiacteur.  Kepler  fait  ce  calcul  pour  prou- 
ver que  Mars  ue  peut  se  mouvoir  dans  un  cercle.  Les 
données  se  rapportent  à  trois  observations  de  cette  pla- 
nète, réduites  au  mois  d'octobre. 

A  est  le  lieu  de  l'observation  (Prague,  Observatoii'e  de  Tycho). 

B  est  le  lieu  de  Mars 5*  a4'  ai".     Balance. 

C  est  le  lieu  de  Han 8°   19'     4"-     Vierge. 

D  est  le  lieu  de  Mars i4°  16'  52",  Taureau- 
Ce  sont  des  observations  réduites  à  l'écliptique  pour  l'é' 
quinoxe  de  1590.  Si  l'orbite  était  un  cercle,  on  devrait 
toujours  trouver  la  même  excentricité,  n'importe  les  dis- 
tances AB,  AC,  AD;  or  cela  n'a  pas  lieu,  car,  en  prenant 
le  rayon  OB  =  looooo,  Kepler  trouve  9768  pour  excen- 
tricité, et  pour  d'autres  positions  9264  ;  il  conclut  qu'il 
faut  exclure  le  cercle,  et  finalement  il  parvient  à  l'ellipse. 
Cet  ouvrage,  jâstronomia  nova,  très-rare  (*) ,  est  le 
cbef-d' oeuvre  des  cbefs-d'œuvre.  On  voit  ce  que  peut  pro- 
duire la  r^nion  de  ces  trois  qualités,  grand  astronome, 
grand  géomètre,  ami  passionné  et  désintéressé  de  la 
saence. 

(-}  lin  exemplaire  ■  la  llbnirie  de  M.  Mal let- Bachelier. 
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ctMiniE. 


txlMil  d*  BaileiîH  ât  U  chue  pkrnim  ei  nuiMémafi^Ke 
de  Saiitt'PéltrAoarg.  t.  XVI,  n"  &Gi  ;  i65;. 


OscAB  Vekhbk.  Queitfues  nouitaux  théorèmes  sur  les 
polygones  et  propositions  arithmétiques  et  géomé- 
tiiques  qui  s'en  déduisent. 

Soit  un  polygone  fermé  pUn  A,  A|  Af  . .  A„_i  A„_,  A, 
et  deux  poinU  M,  A,  dans  ce  plan;  on  a  cette  relatimi 
entre  les  aires  triangulaires 


MAtAi  -MAtAt 
HA,.  A, 


qui  peut  s'écrire 

\MA,A,.MA,A^ 

il  faut  prendre  i  au  lieu  do  n  +  i  et  négalivemenl  (y 
p.  396) . 


2:(i 


J.  Mbstioii.  Sur  le  cercle  focal  des  sections  coniques. 

1.  Pardeux  points  situés  sur  une  conique,  meDons 
quatre  rayons  vecteurs  aus  foyers  ;  ils  forment  un  qua- 
drilatère non  convexe,  cîrconscriptible  à  un  cercle  :  c'est 
le  cercle  Jocal,  et  le  rayon  de  ce  cercle  est  appelé  le 
rayon  focal.  Le  centre  est  le  pôle  de  la  corde  qui  réunit 
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(3>3  ) 
les  deux  pAÎnU  de  la  conique.  Dans  la  parabole,  dsuT  des 
rayons  vecteurs  devieonentdes  diamèires. 

3.  Supposons  ta  conique  rapporta  à  ses  axes  princi- 
paux. Soient  «(,f3  les  coordonnées  du  centre  du  cercle 
focal,  K  le  rayon  focal  ;  on  a  la  relation 

Pour  l'ellipse fl'K,'  =  a'P' +  *'«'—«'*', 

Pour  l'hyperbole a'K'  =  ii'P'-*-  b'a'-i-a^b% 

OÙ  d  est  le  demi-axe  focal ,  et  S  TauUe  demi-axe. 

Dans  la  parabole,  K*  =  p' —  apa,  où  p  est  le  demi- 
paramètre. 

3.  La  somme  des  deux  Langeâtes  menées  parles  foyers 
au  cercle  focal  est  ^^ale  à  Taxe  focal  dans  l'ellipse;  c'est 
la  diflërence  dans  l'byperbole  (*). 

4.  La  loogneor  d'une  tangente  menée  d'un  foyer  au 
cercle  focal  est  à  la  distance  du  centre  de  ce  cercle  à  U 
directrice  correspondante  au  foyer,  dans  un  rapport  cou- 
forme  an  module  de  la  conique. 

5.  L'aire  d'un  polygone  circonscrit  k  la  conique  est  égale 
à  a  (K-hK'-l-  K"-(-..  .)iK,  K',  K". .  -,  sont  les  rayons 
focaux  relatifs  aux  côtés  du  polygoue,  dont  quelques- 
uns  deviennent  négatifs  lorsque  le  centre  de  la  conique 
est  extérieur  au  polygone. 

6.  L'aire  d'un  polygone  inscrit  à  une-conique  est 


K,  K',  K.*,. ..,  sont  les  rayons  fotaux  correspondants  aux 

(*)  Lortque  les  deni  pain  U  m  réuDÎssonl,  le  doubla  iwlnt  r«iiréaen(e 
la  cercle  focal  et  M>n  centre)  le>  d«ai  rajwn  vealeun  aani  dei  tiuiftenlei 
■  ce  cercle  ,  et  ainsi  la  proprielë  de  ces  rayons  est  un  cas  parlinilier:  da 
même  pour  la  proprîclê  suivanlc.  Tu. 

SI.. 
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(3,4) 
due»  àa  polj^oQe;  dans  la  parabole,  la  surface  du  polv- 
gane  circonscrit  est 


3p 


3p 

7.  Secteur  elliptique.  Ce  secteur  ayant  pour  sommei 

le  centre  de  l'ellipse  a  pour  aire  a  arc  tang  -r>  où.  K  est 

le  rayon  focal  correspondant  à  la  corde  qui  sous-ietul  U 
base  du  secteur. 

6.  Secteur  hyperbolique. 

ab,      6— K 

on  le  dédait  du  secteur  elliptique  en  y  remplaçant  h  par 
ir,  car 

K 

bl        t  ,      '  +  è  

arctang-=-loe _;    i  =  ^-t. 

9.  Segment  elliptitfue. 


Aire  =  «fi  |    arc  tant;  t =-, 


10.  Segment  parabolique. 

3p' 

11.  a,  ^  étant  tes  coordonnées  du  centre  d'un  cercle 
focal,  ta  conique  étant  rapportée  à  des  axes  quelconques, 
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(3.5) 
on  a 

N+^N'+msin'.-' 
F'=  A  p'  +  Bap  -h  C(»'+  D p  +  E «  +  F  , 
7  =  angle  des  axes , 

H  =  A  +  C  —  BcosY .  m  =  B'  —  4  AC. 
12.  Solution  de.  ces  problèmes.  Eunt  dounés  cinq 
«.'entres  focaax  d'une  coniqoe ,  irouvei'  l'Àjuation  de  la 
coniqoe  ;  quatre  pour  une  parabole  et  hyperbole  équîla- 
(Are  ;  trois  pour  un  cercle  :  dans  ce  cas ,  c'est  le  cercle  qui 
coupe  orthogonalement  les  trois  cercles  donnés.  Au  moyeu 
(tu  paragraphe  précédent ,  on  est  amené  à  cinq  équaùons 
Ju  i"  degré. 

12,  TatoBÈHE.  Si  trois  sections  coniques  passent  par 
les  marnes  quatre  points,  tes  rayons  focaux  des  points 
de  l'anedes  coniques  relatifs  aux  deux  antres  sont  dans 
un  rapport  constant,  ce  qui  comprend  comme  cas  parti- 
culier ce  théorème  de  la  Géométrie  supérieure  : 

Si  trois  cercles  ont  le  même  axe  radical,  les  tan- 
gentes menées  par  tous  les  points  de  l'un  Jat  cercles 
aux  deux  autres  sont  dans  un  rapport  constant. 

L'auteur  fait  encore  diverses  applications ,  et  annonce 
une  prochaine  publication  sur  la  sphèm  focale  d'un 
cdne. 

Note  du  Rédacteur.  M.  Tchebychew,  le  célèbre  arith- 
mologue  dont  il  va  être  question ,  a  pour  prénom  Paf- 
nonfty  {Bulletin,  p.  63).  M.  Bienaymé  me  fait  observer 
que  ce  saint  est  identique  à  saint  Paphnuce  qui  figure 
dans  certains  calendriers  à  la  date  du  19  avril  et  du  11 
au  34  septembre,  et  il  y  a  môme  plusieurs  saints  de  ce 
uoin,  tous  d'I'igypie;  origine  indiquée  d'ailleurs  par  la 
forme  du  nom. 
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siuinoK  w  u  QUESTreN  sst 

«Ui  CONDUIT  A  CBLI.!  BB  LA  «liESTION  347 

P*m  H.  P.  DE  FOVILLE, 

tiévo  d«  l'École  préparatoire  dei  CanuM  (el«»e  de  H.  Gerouo). 

i".  Discuter  la  courbe  représentée  par  l'équation 

(i)  j'=»in[(a«-M)arcsiD«]  + 1. 

2°,  Démontrer  que  si  9  (x)  eif  une  fonction  inipaire 
qui  n'a  pas  plus  f/e  2  n  —  i  racines  comprises  entre  + 1 
et  —  I ,  /a  courbe  représentée  par  l 'équntton 

rencontre  la  courbe  (i)  nu  moins  en  un  point  dont  l'ab- 
scisse est  comprise  entre  +  1  et  —  1 . 

3".  Déduire  de  ce  qui  précède  la  démonstration  du 
théorème  de  M.  7'cAcAj'cAeiv(que8tion347,t.XV,p.387. 
Prouhet.  ) 
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(3.7) 
1°.  Je  suppose  que  OX ,  OY  s(M«nt  l«s  aiec  rectangu- 
laires donnés.  Afin  de  simplifier  la  discussion ,  je  pren- 
drai provisoirement  pour  axe  des  X  la  droite  (yX'  dont 
l'équation  est 

r  =  >i 
l'équation  de  la  courbe  deviendra 

j'^sin[(3«  -hi)  arcsinx]. 

On  reconnaît  immédiatement  que  la  nouvelle  origine 
O'  est  un  point  de  la  courbe  et  un  centre,  car  cette  équa- 
tion ,  vérifiée  par  les  valeurs  x:=o,jr=^  o ,  conserve  les 
mimes  solutions  lorsqu'on  change  à  la  fois  x  en  —  jr  et 

r  «n  — r- 

La  variable  x  représentant  un  sinus  ne  peut  recevoir 
que  les  valeurs  comprises  entre  +  i  et  —  i  ;  à  chacune  de 
celles  qui  sont  renfermées  dans  cet  intervalle,  il  en  cor- 
respond une  infinité  de  arc  sinx,  mais  cependant  une 
ieule  de  y.  En  effet,  si  ce  représente  la  plus  petite  valeur 
positive  de  arc  sio-r,  tontes  les  autres  sont  données  par 
les  formules 

lin  +  a,      (3*  +  \)v~  a, 

et  l'équation  proposée  peut  être  remplacée  par  l'ensemble 
des  deux  suivantes  : 

j'  =  sin[(2«  +  l){2*7r  +  «)], 

j'  =  «n|(2«  +  i;[(2*+i)..-«]|. 

Celles-ci  se  réduisent,  lorsque  l'on  supprime  les  mul- 
tiples inutiles  de  la  circonférence,  à 

^  =  ,in[(3«  +  .),], 

j-  =  sin[«-(2/n-i)«). 
pt  l'on  voit  qu'elles  sont  é<|uivalcnles.  Il  suflil  donc  de  con- 
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(3^8) 
server  l'une  d'elles,  soit 

j-  =  siii[(2/.  +  0'>]. 

qui  pour  chaque  valeur  de  a  et  de  x  n'eu  donne  Inen 
qu'une  seule  de  y- 

Puur  obtenir  les  points  de  la  branche  de  courbe  située 
à  droite  de  l'axe  des  Y,  il  faut  faire  croître  x  de  o  à  i ,  ou, 

ce  qui  revient  au  même,  faire  croître  oc  deo  à  —  Ou  peut 

la  constmii-e  avec  une  certaine  eicactitude  au  moyeu  du 
tableau  suivant  qui  montre  en  regard  les  valeurs  simul- 
tanées les  plus  remarquables  de  x  et  de^  : 


2[an-Hi) 

2{an  +  iJ 

2{2«+.) 

2(2»  +  r) 

(^"-^^ 

(=»«-■)« 
2(a/i-f-  i) 

2(2n-Ht} 

[2«+^, 


Si  l'on  remarque  que  l'ordoniiët;  et  sa  dérivée  set-ondi', 
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respectivemeot  repi^sent^  par 

>in  1(2/1  + 1)«] 

«ont  toajours  de  signes  contraires,  que  par  cnnsëquent  Ix 
courbe  tourne  constammeut  sa  concavité  v«rs  l'axe  des  X, 
on  reconnatt  que,  partant  de  l'origine ,  elle  se  compose 
d'une  série  d'arcs  sinueux  qui  successivement  s'élèvent 
■a-dessu5  et  s'abaissent  au-dessous  de  cet  axe,  et  qu'elle 
vient  enfin  se  terminer  bnisc[uement  au  point  dont  les 
coordonnées  sont  x^  i,y^  i. 

Cbaque  valeur  de  xqui  rend  (^n  +  i)  a  multiple  im- 
pair de  -  correspond  â  une  ordonnée  maximum  ou  mi- 
nimum dont  la  longueur  absolue  est  toujours  égale  à  i. 
Dans  l'intervalle  de  deux  de  ces  ordonnées  consécutives, 
la  courbe  rencontre  nécessairement  l'axe  des  X  en  un 
point  dont  l'abscisse  rend  { an  + 1)  a  multiple  de  n.  Les 
points  d'iutersecùon  sont  au  nombre  de  n  à  droite  de  l'axe 
des  Y.  Comme  il  s'en  trouve  autant  sur  la  branche  de 
gauche,  symétrique  par  rapport  au  centre  de  celle  qui 
vient  d'être  construite,  et  que  de  plus  l'origine  Qf  appar- 
tient à  la  courbe ,  le  nombre  total  des  points  où  elle  coupe 
l'axe  O'  X'  est  an  +  i .  On  achève  de  prendre  une  idée 
exacte  de  sa  forme,  en  remarquant  que  l'intervalle  de 
deux  de  ces  points  consécutifs  devient  de  plus  en  plus  pe- 
tit à  mesure  qu'ils  s'éloignent  de  l'origine.  En  effet,  leurs 
abscisses  sont  les  sinus  d'ai-cs  équidisiants  l'un  de  l'autre 
de  — '■ — 1  eironsaitquedanslepremierquadrantlerap' 
port '■:—'  diminue  lorsque  x  augmente. 

a".  Il  faut  maintenant  revenir  au  premitr  STslème 
d'axes ,  ft  faire  voir  que  si  f  {x)  est  une  fonction  impaire 
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ayant  au  plm  3  n  —  i  racines  conprÎMs  entre  + 1  et — i, 
la  courbe  repr^ntée  par  l'équation 

/  =  ?(') 
coupe  nécessairemeDt   l'espèce  de  sinusoïde   qui    vient 
d'être  construite. 

J'observe  d'abord  que  puisque  f  (x)  change  de  signe 
tout  en  conservant  la  même  valeur  absolue  lorsqu'on  j 
remplace  :r  par  —  :r,  la  caurhe  y  us  <f  {x)  a  l'origiae  O 
pour  centre.  Profitant  de  cette  remarque,  je  vais  cHercher 
à  établir  la  propriété  en  question  ,  en  montrant  que  d'an 
point  de  la  droite  AB  dont  l'éqaation  est  x  i=  t  su  point 
symétrique  par  rapport  à  O  de  A'B'  août  l'équation  est 
a!  :=  —  I ,  il  egt  impossible  de  tracer  une  courbe  qui  ne 
rencontre  pas  la  sinusoïde  et  soit  telle,  qu'à  chaque  va- 
leur de  X  en  corresponde  une  seule  de  jr,  sans  qu'elle  ail 
au  moins  an-f-i  points  d'intersection  avec  OX.  Il  n'y 
aurait  pas  lieu  à  démonstration  si  la  valeur  de  jr  corres- 
pondant à  X  =  I  était  négative  ou  si  elle  était  positive  et 
pins  grande  que  i,  car  alors  la  courbe  ayant  l'origine  pour 
centre  couperait  évidemment  la  sinusoïde.  Je  suppose- 
rai donc  que  le  point  pris  sur  A6  soît  comme  M  com- 
pris entre  A  et  6.  Une  branche  de  courhe  partant  de  ce 
point  et  se  dirigeant  vers  l'origine  sans  couper  la  sinu- 
soïde peut  présenter  une  forme  quelconque  dans  l'inler- 
valle  compris  entre  le  dernier  arc  dfÂ  àe  celle-ci  et  la 
droite  AB;  mais  il  est  impossible  qu'elle  passe  à  gauche  de 
l'ordonnée  cd  sans  couper  l'axe  des  X  en  un  certain  point 
m  compris  entremet  B,  et  de  s'abaisser  au-dessous  de  cet 
axe.  La  branche  symétrique  qui  part  de  M'  le  coupera 
en  un  point  correspondant  m'  et  s'élèvera  au-dessus  de 
lui, mais  elle  ne  pourra  passer  à  droite  de  c'  il'  (symétrique 
n  cd)  sans  le  couper  une  nouvelle  fois  en  un  point  n  '  au- 
quel correspondra  de  même  un  point  n  de  l'autre  branchi^ 
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situé  sur  OX.  En  con^nuant  de  cette  manière  à  tracer  si- 
mnltsDément  les  deux  branches  qui  teodent  l'une  vers 
l'autre  pour  se  réunir,  uo  reconnaît  que  la  courbe  dout 
elles  font  partie  doit  couper  OX  en  deux  points,  chaque  fois 
que  se  présente  une  ordonnée  minimum  de  la  sinusoïde 
dont  il  faut  éviter  la  rencontre.  L'ordonnée  terminale  A'B' 
est  la  seule  qui  se  trouve  naturellement  évitée.  Les  autres 
sont  an  nombre  de  m.  La  courbe  tracée  entre  M  et  M'  ne 
peut  donc  avoir  moins  de  an  +  i  pointa  d'intersection 
avec  l'axe  des  X  (le  nombre  de  ces  points  est  nécessaire- 
ment impair) ,  et  celle  que  représente  l'équation 

en  ayant  au  plus  3n  —  i  dans  l'intervalle  des  mêmes  or- 
données doit  couper  la  sinusoïde. 

3".  Le  théorème  de  M.  Tchebyclievr  est  ainsi  énoncé 
(question  347)  : 

Soit  donnée  P équation 

j»!  _,.  ax^-'  -t-  éx»»-'  -h .  .  .  -(-  £r  +  *  —  o 
qui  ne  renferme  que  des  puissances  impaires ,  il  y  a  une 
racino réalle oompriie entre  a  i/ -et  —  a  l/— 

n  revient  évidemment  au  même  de  dire  que  l'équation 
obtenue  en  divisant  par  a  l/-  les  racines  de  la  précé- 
dente a  une  racine  comprise  entre  -+- 1  et  —  i .  Le  premier 
des  termes  de  cette  nouvelle  équatiou  est  %*°.k.x*'"*' , 
et  si  OH  les  divise  tous  par  k ,  ce  qui  n'altère  pas  les  solu- 
tions, elle  prend  la  forme 

(3)     a".*»*'  -t-  A*"-'  -4- Bx"-' -I- . . . -t-  Lj-+  I  =0. 

Le  théorème  sera  démontré  si  je  fais  voir  que  les  ra- 
cines comprises  enlrc  +1  et  —  1  peuvent  èlrr  reprcsrn- 
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técs  parles  abscisses  des  points  communs  aux  deux  courbes 

dont  les  équations  sont  désignées  par  (i)  et  (a)  (p.  a36}. 

Pour  y  parvenir,  je  rappellerai  d'abord  que,  d'après 

une  formule  delà  irigonouiétrie,  on  a 

sin[(3n  +  t)ci]  ^  (3n  +  i)cos**asina 

i.a.3  "' 

ou ,  ce  qui  est  la  même  cbose , 
siD[(an-)-  i)arcsinx]  =  (2^1  +  i)(i  —  x'Y  x 

-"■->-')"("-"„-,Hl.^., 


Une  première  remarque  à  faire  sur  ce  développement, 
c'est  qu'il  est  une  fonction  impaire  de  x.  II  se  compose 
en  effet  d'une  somme  algébrique  de  termes  où  cbacun 
est  le  produit  d'une  puissance  de  (1  -— x*}  par  une  puis- 
sance impaire  de  x.  Une  seconde  remanjue  est  relative 
au  coelBcient  de  x**^',  terme  qui  est  évidemment  celui 
du  degré  le  plus  élevé  dans  cbacun  des  produits  dont 
je  viens  de  parler  où  il  se  trouve  alternativement  avec 
le  signe  +  et  le  signe  — .  Pour  rendre  le  raisonne- 
ment plus  précis,  je  supposerai  d'abord  n  pair;  alors  le 
produit(i  —  x')°.x  fournit  le  terme -J-x*^'  taudis  que 
(i  —  x'}''~'x'  donne  — x*"*';  mais  comme  ce  deruier 
est  précédé  dans  le  développement  d'un  coefficient  né- 
gatif, c'est  encore  avec  le  signe  +  que  x"*+'  se  retrouve 
dans  la  bomme  ;  il  en  résulte  que  le  coefUcient  de 
x""*''  est  égal  à  la  somme  de  tous  les  coefRcienls  nu- 
mériques du  développement,  c'est-à-dire  de  ceux  de  la 
3/i  ■+■  i'*'^   puissance  dn  binôme  pris  de  deux  eu  deux* 

nu  encore  à  la  <k'ini-somme      2''+'  ;=  a'"  de  tous  li-s  cocl- 
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fincnts  de  cette  formule.  Je  puis  donc  poser 
«n[(a«  +  ,)arcsm^] 
—  a»-x»-+'  +  A'*»-'  +  B'i"-'-h. . .+  L'.K 
Gl  remplacer  l'équation  (i)  par  l'équation  algébrique 
(l')     j-=:  a"***'  4-  A'ar'--  +  ra:'^»+.  .  .-+•  L'a:4-  1, 

dans  laquelle  il  faut  seulement  convenir  de  n'attribuer  k 
X  que  les  valeurs  comprises  entre  + 1  et  —  i . 

Il  est  maintenant  facile  de  voir  que  les  racines  de  l'é- 
quation (3)  sont  représentées  par  les  abscisses  des  points 
communs  à  la  cuurbe  (■')  et  à  la  suivante 

r  =  (A'  — A)*»-  +  (B'  — B)j--'  +  ...+  (L'-L}*, 

dont  l'équation  est  comprise  dans  l'équation  (a  )  ;  car  c'est 
une  fonction  impaire  de  x  et  n'a  pas  plus  de  3  r  —  i  ra- 
cines. 

Tout  ceci  suppose  n,  pair. 

Si  n  était  impair,  le  coefficient  de  jt*"^'  dans  le  dévelop- 
pement de  sin  [(an +  i)  arcainx]  serait  — >a*";  mais 
alors  ou  pourrait  remplacer  la  courbe  (i)  par  celle  dont 
l'équation  est 

"  j'^sin[(a«-t-  i)arcsini)—  I 

qui  rencontre  aussi  la  courbe  (  a  )  en  un  point  dout  l'ab- 
scisse est  comprise  entre -1-  i  et  —  i.  Les  termes  extrêmes 
de  l'équation  (i')  deviendraient  ainsi  —  a"  x~^'  et  —  i , 
et  pour  qne  ceux  de  l'équation  (3)  leur  fussent  égaux, 
il  suffirait  de  changer  tons  les  signes  de  cette  dernière 
équation  :  les  conclusions  auxquelles  on  parviendrait  se- 
raient encore  les  mêmes. 
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Un  ellipsoïde  étant  rapporté  à  trois  diamètres  conju- 
gués, on  propose  de  mener  par  l'origine  ud  rayon  qui 
soit  maximum  ou  minimum. 

L'équation  de  la  surface  sera 

Appelons  A,  B,  C  les  angles  que  font  les  diamètres  deux  à 
deux  et  soient 


les  équations  d'un  rayon  quelconque.  Éliminant  x,  /, 
entre  ces  quatre  équations,  nous  aurons 


=S.  .=£. 


R  désignant  le  radical  ;  si  .nous  appelons  /  la  longueur 
du  rayon,  noua  aurons 

/'  =z  x'  +  X*  -i-  z'  '^  rncjr  cmC  +  x/zcosA  +  3&rcosB, 

et,  remplaçant  x,y,  a  par  leurs  valeurs, 

w' +«'+/)'+ a  npcos  A +  3/>ntcosB  +  aOTflcosC 

Pour  rendre  cette  expression  maximum  on  minii 
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m,  n,  p  étant  trois  variables  ind^pendanles,  nous  égate- 
rons  à  zéro  les  dérivées  prises  successivemftut  par  rapport 
à  chacune,  ce  qui ,  en  divisant  les  équations  ainsi  obte- 
nues membre  à  membre,  nous  donne 

l  m-i-pcosB-h  ncoiC n  +  m  cosC  +  pan k 


p~h  "  ces  A.  -H  m  coB  B 


Appelant  S  un  qiieloonqne  de  cra  rapports,  noaa  aurons 
lea  trois  équations 

Im  (i j|-i-/ico8C  +  ;)co»B  =  o, 

'^*  \  "('"f')  +;'COsA  +  "'«»C=o, 


Ces  trois  équations  n'ayant  pas  de   terme  indépen- 


Taut  que  le  dénominateur  commun  des  trois  inconnues 
soit  nul,  ce  qui  donne,  aprèsquelques  réductions  faciles, 

I        s*  — S' (a,' +  6; -»-<•,') 
(3)  J  4-S(i,'c,'sin'A-4-c/*i,'«o'B4-a,'É,'«in'C) 

(   +  a,'  i,'  c'  D  =  o, 

en  posant,  pour  simplifier  l'écriture, 

—  D=  I  +  acosAcosBcosC  —  cos'  A  —  cos'B  —  cos'  C, 
Si  on  décompose  D  en  facteurs,  on  trouve  aisément 
D  =  <  sin^  sin  (;-  -  A)  sin  (/>  -  B)  sin  (p  -  C), 
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^éuntJademi-soininede  (A  +  B  +  C).  Orsion  appelle 
V  le  volume  du  paralUlipipède  formé  sur  a',  &',  c',  od  « 

V=:2a'  h'  e^  \/Mnpùn(p  -—  A)sin(/i  —  B)sm(/(  —  Cj. 

De  cette  remarque  il  résulte  que  le  lenue  tout  connu  de 
réquaUon(3)  est  égal  à  — V*,  Vêtant  le  volume  du  paral- 
lélîpipède  formé  sur  les  trois  diamètres  conjurés. 

Pour  démontrer  que  les  trois  racines  de  l'équation  (3} 
sont  réelles,  il  n'y  a  qu'à  suivre  l'élégante  méthode  de 
discussion  développée  dans  l'analyse  de  MM.  Briot  et 
Bouquet,  page  3o8. 

Ainsi  on  éliminera  dans  les  équations  (a)  p  par  sous- 
traction, on  trouve  ainsi  - 


I  coï  A  I  -^  —  1 1  +  cos  B  cos  C  I 


(4) 


I  COS  B  I  -.^  —  I  1  +  cos  AcosC  1 
l_ P . 

I        IcosCl-j  —  iJ+cosAcosbI 

remplaçant  dans  la  première  des  équations  (a)  m,  n,  p 
par  leurs  quantités  proportionnelles,  on  troure 
a*  cos  B  008  C       ft '  cos  C  cos  A       r *  cos  A  ooi  B 
(5)  cos  A  cosB  cosC 

S  — a  S  — e        "*"        S  — Y        ^  '' 

après  avoir  posé 

,/         cosBcosC\ 
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Tant  que  les  (|aaniités  a.  S,  y  sont  iaégales,  on  dé- 
montre que  l'équatioQ  (6)  a  ses  trois  racines  réelles  et 
inégales,  el  elles  sont  positives,  comme  le  montre  l'équa- 
tion (3).  Or  ces  racines  ne  sont  autres  que  les  carrés  des 
demi-axes.  Cela  résulte  des  équations  (i),  car  si  on  mul- 
tiplie les  deux  termes  de  chaque  fraction  respectivement 
par  m,  n,p,  et  qu'on  divise  ensuite  la  somme  des  numé- 
rateurs par  celle  des  dénominateurs,  on  trouve  S  =  /*. 
Ainsi,  dans  le  cas  où  a,  S,  y  sont  des  quantités  diffé- 
rentes, les  trois  axes  sont  inégaux.  Les  équations  qui 
donnent  la  direction  de  ces  axes  sont,  en  ayant  égard  aux 
équations  (5), 

jcosA(S  — «)  _ji:osB(S  — 6)  _  icosC(S  — y) 


Ces  équations  donneront  pour  chaque  valeur  de  S  une 
direction  déterminée. 

Si  cc==S,  une  des  valeurs  de  S  égalera  x;  les  équa- 
tions (4)  donnent  dans  ce  cas  ^  ^  o,  et  la  dernière  des 
équations  (  a)  devient 

m  cos  B  -f  «  cos  A  =  o  : 

ainsi  les  équations  d'un  des  axes  sont 

Ainsi ,  quand  on  a  et  =  €,  un  des  trois  axes  est  daus  le 
plan  de  deux  diamètres  conjugués,  et  réciproquement  si 
dans  l'équation  se  =  £  on  remplace  a  et  6  par  leurs  valeurs, 
elle  devient 

,^.       ,  /cosA— CosBcosCX        ,,  /cosB  —  cos  A  cosC\ 

w  «■i — sn — )='•  { siiB — j- 

Or  si  on  appelle  A'  le  dièdre  opposé  à  la  face  A  dans 

ilan.  de  KaMmaliq-H-t,  t.  XVII.  [Seplcmbrr  iS5f<.)  33 
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l'ange  solide  que  forment  \ea  trois  diamètres  doDOés,  on 


nnBsinC 
wB  —  coftAcosC 


valeurs  qui,  combinées  avec  l'équatîon  (6),  donDeroni 


On  voit  donc  que  dans  un  système  de  trois  diamètres 
conjugués,  si  deux  d'entre  eux  sont  dans  un  même  plan 
avec  un  axe,  le  carré  de  chacun  des  deux  est  proportion- 
nel au  sinus  de  deux  fois  l'angle  compris  entre  les  deux 
autres,  divisé  par  le  cosinus  du  dièdre  opposé  à  cet 
angle. 

Quand  les  trois  quantités  a,  €,  y  sont  égales,  l'équa- 
tion (5)  a  deux  racines  égalesà  x,  donc  la  surface  adenx 
axes  égaux,  elle  est  de  révolution,  et  il  n'y  a  de  déier- 
miné  que  la  direction  du  troisième  axe,  correspondante 
à  la  troisième  racine. 

Si  dans  l'équation  (3)  on  examine  la  sommedes  racines, 
leur  produit,  etc.,  on  en  conclut  ces  trois  relations  : 

La  somme  des  carrés  des  diamètres  conjugués  est 
constante  ;  le  volume  du  parai lélipipède  construit  sur 
trois  diamètres  conjugués  est  constant;  et  enfin  dans  ce 
même  parallélipipède,  la  somme  de  carrés  des  faces  est 
toujours  la  même  pour  tous  les  systèmes  de  diamètre* 
('onjogués. 

PnoBLÈHE.    Une    surface   du   second    degré    étant 
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éclairée  par  tics  rayons  de  lumière  partant  d'un  point 
(x',  y*,  z'),  trouver  r  équation  delà  surface  conique  for- 
mée par  tes  rtrfons  tangents  à  la  surf  ace  proposée . 

Lemme.  Soit  f  =  o  l'équation  de  la  surface;  on  sait 
que  la  courbe  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière,  base 
du  c6ae  cherché,  est  plane.  Son  plan,  qui  n'est  autre  que 
le  plan  polaire  du  point  (x',  y',  z'),  a  pour  équation 

1^1  représentant  la  dérivée  de  f  relative  Ji  x,  dans  la- 
quelle on  a  remplacé  x,y,  x  par  x',  y'  z';  si  dans  cette 
équaUon  du  plan  polaire,  tpie  nous  représenterons,  pour 
abréger,  par  i^  =  o,  nous  remplaçons  x,  y,  z  par  les 
lettres  accentuées,  nous  trouverons  un  résultat  égal  k  (^^f, 

(')  (+)■=(?)'■ 

Cela  posé,  prenons  l'équation  générale  des  surfaces  du 
second  degré  passant  par  la  courbe  de  séparation,  son 
équation  sera 

Y  +  i+  =  o, 

1  étant  le  premier  membre  de  l'équation  générale  d'un 
plan.  Ainsi  Jt  a  quatre  indéterminées,  ce  qui  montre  que 
la  condition  de  passer  par  la  courbe  donoée  tient  lieu  de 
cinq  points.  Si  maintenant  on  cherche  l'intersection  des 
deux  surfaces,  on  trouve  pour  deuxième  courbe 

l  =  o,     ,  =  o. 

Mais  celte  courbe  doit  être  identique  à  la  première,  donc 
^  et  <}i  ne  diffèrent  que  par  un  facteur  numérique,  doue 
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ce  qui  donne  pour  équation  de  la  surface  tangente 

mais  elle  doit  contenir  le  point  [x',y',  z'),  d'où 


en  ayant  égard  à  la  relation  (i).  On  a  donc  pour  l'équa- 
tion demandée 

f'f  =  +'■ 

U  reste  à  faire  voir  que  cette  équation  représente  bien 
la  surface  d'un  cdne.  Pour  cela  on  peut  chercher  les  coor- 
données du  centre  et  remarquer  que  ces  coordonnées  vé- 
rifient l'équation  de  la  surface.  On  peut  dire  encore  ;  si 
on  joint  le  point  [x',  y',  z')  à  un  point  D  pris  sur  la 
courbe  de  séparation,  cette  droite  aura  trois  points  com- 
muns avec  la  surface  trouvée,  le  point  D  étant  un  point 
double  ou  un  point  de  contact  de  cette  droite  avec  la  sur- 
face. Donc  cette  droite  est  tout  entière  dans  la  sarface; 
c'est  donc  une  siu'face  conique. 

Si  on  suppose  que  les  rayons  de  lumière,  au  lieu  de 
partir  d'un  point  fixe,  soient  parallèles  à  une  direction 
donnée  par  les  angles  a,  €,  y,  la  même  équation  donnera 
le  résultat.  Pour  cela,  appelons  l  la  distance  du  point  i 
l'origine,  nous  aurons 

j/s;  /coso,     y  '^  /cos8,     *'  ^  lany. 

Après  avoirsubstituéces  valeurs  aux  coordonnées,  on  fera 
l^<xi ,  puis  on  divisera  le  tout  par  /*.  Si  donc  nous 
appelonsy(a)  le  groupe  des  termes  du  deuxième  degré, 
après  y  avoir  remplacé  t',  y',  z'  par  les  trois  cosinus,  et 
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par  ij(  {a)  celle  du  plao  polaire  après  les  mêmes  substitu- 
tions et  abstraction  faite  du  terme  indépendant,  nous 
aurons  pour  équation  de  la  surface  cylindii que  demandée 

Exemples.  Considérons  les  surfaces  du  second  degré 
rapportées  à  leurs  plans  principaux 

Aar'  +  A'j-'-H  A"«'±I  =0, 
l'équation  de  la  surface  du  c6ne  sera 

(A.x^+  A'y  +  A"  t>±i){Kx^  +A>,'  +A"ï,'±i) 
=  ( A**- +  AV/ +  À' k' ±:  i)', 

et  celle  de  la  surface  cylindrique  tangente  sera 

(A*'+  A'j-'-l- A"î'±i){Aco»'a  +  A'cos'S  +  A'coSy) 
=(A«cos>  +  A' y  cosS  +  A"«  an  y  y. 


lOISTIOIfS  rKXAMSK  (£C0LK  POLYTRCHKIQUB).  (Siitt.) 


2;  Troufer  les  conditions  tjui  doivent,  être  remplies 
par  les  coefficients  de  l'équation  générale  du  second 
degré  à  trois  variables 


(') 


+  aftr  +  2<t'j--(-2c''ï+  d  =  o. 


■  pour  que  cette  équation  représente  le  syslènio  de  deux 
plans  parallèles. 

On  sait  que  dans  ce  cas  tes  ti-oîs  équations  dérivées 
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f  {x)  !=o,y(_y)  =  o,  y'{a)  =  o,  doÏTCDt  représen- 
ta trois  plans  qui  coïncident.  En  exprimant  que  les 
coefficients  de  ditTërents  termes  de  ces  équations  sont 
proportionnels, on  trouve,  par  ud  calcul  très-simple,  les 
cinq  conditions  suivantes  -. 

,    ,  è'fi"        ,      bb"      _,      bb-        ,      br        ,     bc 


3.   Lorsque   l'équation   générale    du    second  degré 
représente  deux  plant  parallèles,  la  fonction 

Bi'  -I-  a'j-'  -\-  a"t'  +  2  i/ï  +  2  b'xi  ■+-  a  b"xj', 

formée  des  termes  du  second  degré,  est ,  à  un  facteur 
près,  le  carré  du  polynôme  a  ex -I- a  c'y -4- a «"z  qui 
contient  tons  les  termes  du  premier  degré  de  cette 
équation. 

Il  en  doit  £tre  ainsi,  car deax  plans  parallèles  ponvant 
toujours  être  représentés  par 

A*+B/  +  Cn-D  =  o      et     Ax-t-Bx-i-Ct  +  Ty=o, 

l'équation  (i)  aura  nécessairement  la  forme 

(  A*  +  Bj- -h  C*  +  D)  (AU- Bj--(- C»  +  ly)  =  o . 
ou 

(Aj:,-i-Bj'-+-C»)'+(D  +  D')(A*-(-B/4-C!)  +  DD'=o. 

On  peut  aussi  conclure  cette  remarque  des  relations  (a) 
et  trouver  les  équations  de  chacun  des  deux  plans. 

En  elFet ,  si  l'on  remplace  a  ,  a',  a"  par  leurs  valeurs 


7  6_j-2  -I-  a  h'xt  ■+■  1  b".ry. 
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elle  devient 
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D'ailleurs,  on  a  [d'après  les  relations  (a)] , 

il  en  résulte 

-  X  =  2  ax  -1-  a  h" Y  +  2  h't. 


-X+aC=2a:r-t-3ft"j'-f-3A'E+  2C=/'(a:). 

Par  conséquent ,  les  équations  des  deux  plans  parallèles 
sont 

f{x)  =  ±i^le'  —  ad. 
Si 

c'  —  ad=:0, 

res  deux  plans  se  réduisent  à  un  seul,  et  lorsqu'on  a 

c'  — flrf<oi 
ils  deviennent  imaginaires. 

-4.  Déterminer  les  conditions   nécessaires  pour  que 
l'équation  générale  du  second  degré  à  trois  variables 
■  représente  une  surface  de  révolution ,  rapportée  à  des 
coordonnées  rectangulaires. 

Soient 
(0  /{*.J'.=)=o 

l'équation  de  la  surface  considérée ,  et 
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celle  d'une  sphère  ayant  pour  centre  un  point  (x',  y',  z') 
de  l'axe  de  révolution.  En  disposant  convenablement  du 
rayon  et  dn  centre  de  la  sphère ,  l'intersection  des  sur- 
faces  (t)  et  (a)  sera  formée  de  deux  circonférences  réelles, 
situées  dans  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe  de  révolu- 
tion, ei  dont  les  centres  appartiendront  à  cette  droite. 

Toutes  les  surfaces  du  second  degré  qui  contiendront 
ces  deux  circonférences,  seront  représentées  part' équa- 
tion 

(3) /(x,^.î)+>[(:r  _*').+ (j'-r').+  (,-,')'--^]  =  o, 

dans  laquelle  X  est  un  coefficient  arbitraire. 

Or,  le  système  des  deux  plans  parallèles  où  se  trouvent 
les  deax  circonférences  est  une  surface  du  second  d^ré 
qui  contient  ces  deux  courbes  ;  donc  il  doit  être  pos- 
sible d'attribuer  è  i,x',  y',  z'  des  valeurs  telles,  que 
l'équation  {3)  représente  le  système  de  deux  plans  pa- 
rallèles; il  faut,  par  conséquent,  qu'il  existe  pour 
A,  x' ,y'^  z'  des  valeurs  qui  rendent  identiques  les  équa- 
tions dérivées  de  l'équation 

(3) /(«,?,.)  +  »[(»-«')■+ (/-rT  +  (—0'-''l=»- 

En  remplaçant  f{x,jr,  z)  par 

aX*  ■+■  a' y'  +  ^"z'  ■+■  a  bjrt  H-  2  b'xt  +  3  é"^;^- 
+  2CX-I-  ac^-l-ae"*  -1- rf, 

les  équations  dérivées  de  (3)  deviennent 

(4  )  a.r  +  by+b-i  -h  c  +  1  (x  -  .r-  )  =  o  , 

(5)  b"x  +  a'y  +  bi-i-  c-H- i[j— /)  =  o , 

(6)  b'x  +  by  +a"t.  +  c-'+-k[z~  i')  =o. 

Pour  qu'elles  admettent  les   mêmes  solutions,  il   faut 
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Les  relations  (7)  et  (8)  donneot 

,       b'b"        ,     ,       bb"        „     ,       A*' 
0+1  =  -—,     i^-^\  =  -y,     a''-^\='p; 

d'où 

*'*"  bb"        .     bb' 

1  =  _^_„  =  __„  =  __„. 

Ainsi ,  les  coefficients  de  l'équation  générale  dn  second 
degré  devront  satisfAire  aux  deux  conditioiu 
b'b'  bb"        ,     bb' 

pour  que  celte  équation  représente  une  surface  de  révo- 
lution. 

Quand  ces  deux  conditioni  seront  remplies,  en  pre- 
nant pour  la  valeur  de  ^  l'une  quelconque  des  trois  dif- 
férences 

b'b-  bb"         ,      bb' 


les  équations  {7)  et  (8)  seront  vérifiées.  Quant  aux 
équations  (9),  qui  contiennent  les  trois  inconnues 
x',  y',  t',  elles  admettent  une  infinitéde  solutions  dififé- 
rentes.  On  en  déduit,  en  remplaçant  "k  par  sa  valeur, 

'—  1!  ic  -  b-'c"  ._  b'         b'é—  b''e' 

'~  b*'^yb"-ab     "     ^^  b'     '^  bb''~teb'' 


b,  Google 


(34:  ) 

Ce  qui  Diontre  que  le  poîat  (  j/,  y*,  x)  apparlicnt  à  )a 
fois  aux  deux  plans 

b"  bc —  (,"(/'  b"  b'c'—b'c" 


~  b     ^  b'b''~ab         •' ~  6'  ii"— b'6' 

L'axe  de  réfolntîoD  est  ainsi  dëlerminé,  et  il  est  facile  de 
reconnaître  que  celte  droite  est  perpendiculaire  au  plan 
que  chacune  des  équations  (4) ,  (5),  (6)  représente. 
G. 


SILOTIM  n  U  IHIKSTION  279 

P*B  H.  FAURE. 


ABC  est  un  triangle  donne,  F  un  point  fixe  dans  le 
plan  du  triangle,  une  droite  variable  AD  passe  par  le 
point  A  et  rencontre  le  côté  BC  en  D,  point  variable. 
Construisons  une  conique  ayant  pour  foyerF,  et  touchant 
les  trois  cAtés  du  triangle  ABD.  Soit  E  le  point  de  con- 
tact sur  AD,  construisons  une  autre  conique  touchant  les 
trois  c6lés  du  triangle  ACD,  soit  E'  le  point  de  contact 
sur  AD,  l'angle  EFE'  est  consUnt. 

Je  suppose  que  la  premièie  conique  soit  une  ellipse,  la 
seconde  sera  une  hyperbole  en  général.  Soient  G  le  point 
où  l'ellipse  touche  le  cAtë  BC,  G'  le  point  où  l'hyperbole 
touche  le  même  c6ié.  Je  joins  le  point  F  aux  points  A,  B, 
C,  D,  G,  G',  E,  E'.  Les  angles  BFG,  G'  FC  sont  ^aux, 
puisque  chacun  d'eux  est  égal  à  l'angle  AFD,  sous  lequel  la 
ligne  AD,  interceptée  entre  les  deux  tangentes  Gxes  AB,  BC 
ou  AC  et  BC,  est  vue  du  foyer  F.  Ajoutons  n  rhacun  de  ces 
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BDgles  égaux  l'aDgle  GFC,  j'aurai  GFG'  =  BPC.  D'oo 
l'on  voil  que  l'angle  GFG'  a  une  valeur  constante.  Or 
VF  étant  bissectrice  de  l'angle  GFE  et  de  l'angle  G'FE' 
(G"  étant  un  point  pris  sur  le  prolongement  de  FG'),  j'ai 

DFG  =  DFE,      DFG"  =  DFE', 
d'où 

DFG"  —  DFG  =  DFE'  —  DFE     ou     GFG'  =  EFE': 

mais  GFG" est  égal  à  i8o°  — GFG'=  i8o»-—BFC,  c'est- 
à-dire  a  une  valeur  constante;  il  en  est  donc  de  même  de 
E^FE',  et  l'on  voit  de  pins  qu'elle  est  la  valeur  de  cette 
constante. 

La  démonstration  serait  analogue  pour  tome  autre  po- 
sition du  point  F. 


SILIiTIIN  W  U  QURSTION  Uî  (CATALAN) 

(•olrLlI.  *.  Ml}; 

P*>  H.  FAURE. 


Si  l'on  considère  une  suitede  valeurs j'„,_j',_(,, .  •  j'uj't 
que  prend  une  certaine  fonction  de  x,  lorsque  la  variable 
reçoit  une  série  de  valeurs  j;„,  x.^t,.  .  .,Xt,  x«,on  trouve 
pour  la  /»''*"  différence  dejr„  l'expression 


La  considération  de  celte  série  donne  immédiatement 
la  solution  de  la  question  S6S.  Ainsi  si  l'on  pose 

._p{p-i)(p-3)...(p-«  +  i) 
^f- 1.2.3..,».  ■' 
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on  aura 


n  ëUnt  UB  nombre  entier  et  positif,  p  une  quantité  quel- 


conque. 

Soit  en  efiet 


_px(px—l)(px  —  3)...{px- 


une  fonction   de  x.    Si  l'on   donne   à'  x   les    valeurs 
o,  I,  a, . . .,  n,  on  obtient- successivement 

donc 

d'ailleurs  la  différence  n'*~  de  C„p,„  est  évidemment 
(  —  p). ;  donc,  etc. 


tCOLB  POLYTBGBNItUI.  CONCOURS  B'iBMISSieN  EN  1858 


Composition  mathématique, 

3c ,  y,  z  désignant  des  coordonnées  rectangulaires  et  m 
DU  paramètre  variable ,  on  demande  de  déterminer  les  di- 
verses surfaces  que  peut  représenter  l'équation 

^'  -t-  (am'  +  i)(j'  +  ï')  -  2{xj'  +  «  +  j^) 
=  2m'  — 3m-M, 


lorsque  le  paramètre  m  varie  de  —  « 
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Calcul  trigonomélrique. 

Triangle  sphërique  : 

a  =  35° 2^  26*7, 
A  =  90.39.54,3, 
C  =  86. 18.43,8. 

Épure  de  géométrie  descriptive. 

Un  tronc  de  c4ne  droit  à  bases  parallèles  est  posé  sor 
le  plan  horizonUil  par  sa  grande  baae  qui  est  un  cercle  de 
5  centimètres  de  rayon;  la  hauteur  du  tronc  est  de  10  cen- 
timètres et  la  petite  base  a  a  cmtimètres  de  rayon.  Ce 
tronc  de  cône  est  surmonta  d'un  cylindre  droit  ayant 
même  axe  que  le  tronc  ,  un  rayon  de  5  ceniimètres  et 
a  centimètres  de  hauteur. 

Dans  un  plan,  passant  par  l'axe  con^mun  des  corps  ci- 
dessus  et  faisant  un  angle  de  45  degrés  avec  le  plan  ver- 
tical ,  on  prend  un  point  S  distant  de  cet  axe  de  la  centi- 
mètres et  de  ao  centimètres  du  plan  horizontal. 

Cela  posé,  on  propose  de  construire  les  projections  de 
l'intersection  du  tronc  de  cAne  avec  un  cône  oblique , 
ayant  pour  sommet  le  point  S  et  pour  base  la  base  infé- 
rieure du  cylindre  qui  surmonte  le  cane  tronqué. 

On  veut  aussi  connaître  :  1°  la  Ungente  en  un  point 
quelconque  ;  a*>  la  tangente  en  un  point  situé  daiu  nn 
plan  tangent,  mené  au  tronc  de  cône  par  le  sommet  du 
cône  oblique  j  3°  la  tangente  en  un  des  points  pour  les- 
quels elle  a  une  direction  horizontale. 

JSota,  L'épure  portera  une  légende  explicative. 
Lavis  à  l'encre  de  Chine. 

Faire  le  lavis ,  à  l'encre  de  Chine ,  d'une  surface  cyiin- 
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driquede  lO  ceatimèues  de  diamètre  sur  i5  ccntimèires 
de  hauieur.  Ce  cylindre  devra  se  déucher  sur  un  fond 
formé  d'une  teinte  plate  grise;  il  reposera  sur  nn  socle 
dont  la  surface  plane  sera  indiquée  par  une  teinte  j^te 
d'une  très-faible  intensité. 

Le  modèle  de  celte  surface  cylindrique  pourra  être  fait 
à  teintes  foodues  ou  adoucies ,  ou  bien  à  tdntes  plates  su- 
perposées. 

On  admettra  que  le  rayon  de  lumière  a  pour  projections 
horixontale  et  verticale  des  lignes  inclinées  à  45  degrés 
sur  la  ligne  de  terre.  Le  cadre  limitant  le  dessin  aura 
34  centimètrea  de  hauteur  sur  18  centimètres  de  lar- 
geur. 

Composition  fra 
de  la  patrie. 


ItUBSTIONS  D'KXAMKN  (tCOLS  NAVALE). 


1.  Considérez  sur  une  circonférence  (*)  m  points 
A4,  A„  Ai,.  - .,  Aa_i,  divisant  cette  courbe  en  m  parties 
quelconques,  et  supposez  qu'à  partir  de  l'un  d'eux,  de 
A«  par  exemple,  on  conduise  consécutivement  des  cordes 
tfui  unissent  ces  points  de  n  en  n:,  de  sorte  que  la  pre- 
mière de  ces  droites  soit  menée  de  At  au  point  A„  ;  la 
seconde,  de  A„au  point  A|„,  et  ainsi  de  suite^  chacune 
Relies  sous-tendant  n  des  parties  en  lesquelles  la  cir- 
conférence est  divisée  :  pour  que  Von  passe  ainsi  par 
tous  les  poinU  de  division^  il  faut  et  il  suffit  que  les  deux 


(')  Et  pliu  générilcmcnt  sur 


U1M  courbe  rerroéc. 


_iv,Goog[c 


(35=) 
nombres  m  et  a  soient  premiers  entre   eux.  C'est  ce 
qn'oD  propose  de  démontrer. 

Queb  que  &oieDt  les  deux  nombres  entiers  nt  et  n,  la 
coostrucdon  indiquée  ramènera  au  point  de  départ  A*. 
En  effet,  désignons  par  m'  et  n'  tes  quotients  obtenus  en 
divisant  m  et  n  par  leur  plus  grand  commun  diviseur, 


puisque  chacun  des  produits  nm',  mn'  représente  le  plus 
petit  multiple  de  m  et  de  n.  Or,  l'égalité  fiin'  =  mn' 
montre  que  si  l'on  conduit  consécutivement  m'  cordes 
soni'teodant  chacune  n  des  divisions  de  la  circonfé- 
rence, la  somme  de  tous  les  arcs  qu'elles  soua-tendent  est 
égale  à  un  nombre  entier  n'  de  circonférences  ;  par  consé- 
quent, la  dernière  aboutira  au  point  d'où  on  est  parti. 

Si ,  généralement ,  ou  nomme  x  le  nombre  des  cordes 
à  mener  pour  revenir  au  point  de  départ,  etj'  le  nombre 
entier  de  circonférences  dont  se  compose  la  somme  des 
arcs  sous-tendus  par  ces  cordes,  on  aura  nx  =:  mjr,  d'où 


Les  nombres  m',  n'étant  premiers  entre  enx,  xetj^ 
seront  des  équimultïples  de  res  nombres,  donc  le  mini- 
mum rie  X  est  m'. 

De  là  nous  concluons,  qu'en  menant  à  partir  du  point 
Au  un  nombre  de  cordes  égal  k  m',  on  revient  à  ce  point, 
sans  passer  plus  d'une  fois  par  l'un  quelconque  des  autres 
A,,  Al,  etc.  11  en  résulte  que  ces  cordes  unissent  entre 
eux  m' points  distincts.  11  est  d'ailleurs  évident  que  lors- 
qu'on est  revenu  au  point  de  départ  A,,  la  construction 
indiquée  ne  peut  donner  aucune  corde  nouvelle,  donc  le 
nombre  de  points  par  leoquels  on  passe  en  suivant  celle 
construction  est  précisément  m'. 
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Pour  que  ni'  ^  m,  il  faut  et  il  suffit  que  le  plus  grand 
commun  diviseur  de  m  et  n  soit  l'uDité,  c'est-à-dire  que 
les  deux  nombres  m  et  n  soient  premiers  entre  eux.  C'est 
ce  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

Note.  La  question  que  nous  venons  de  traiter  est  an 
nombre  de  celles  qui  ont  été  jadis  plusieurs  fois  proposées 
dans  les  examens  d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique, 
afin  de  bien  apprécier  la  spontanéité  des  candidats  (voir 
t.  Vni,  p.  68). 

2.  On  a  les  groupes 

3,  5; 
7,   9,    m; 
i3,   i5,   17,   19; 
ft  ainsi  de  suite  : 

Prouver  que  la  somme  des  nombres  contenus  dans 
chacun  d'eux  est  un  cube  (  *). 

Le  nombre  des  termes  cooteuns  dans  les  n  premiers 

groupes  est  - — ~ — '•  Et,  comme  ces  termes  sont  les 
nombres  impairs  consécutifs  i,  3,  5,  etc.,  leur  somme  a 
pour  valeur  7 ->  On  a,  de  même,  eu  addition- 
nant   tous  les  termes   des   (n+i)  premiers  groupes, 


O'C 


4 

dans  le  (n  -|-  i)'*'"est 


Donc  la  somme  des  nombres  contenus 


î 


[')  Cot  éooncé  m'a  été  communiqué  par  un  candidat  k  l'Ëvale  Narilef 
je  n'y  ebance  rien. 

^Am.  it  MacMmat.,  i.XVII.  (Srplerobrr  i8l>S.)  a3 
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4  " 


vxprcssioD  qui  &!■  réduit  évidemment  à  (n+  ■)'. 
G. 


SILUnail  K  U  QUESTION  281  (BBLUVITIS) 

(••lrl.Xlll,*.  IH}; 

Pàb  uir  ANONYME. 

Si  l'on  divise  d'une  manière  quelconque  un  polyèdre 
homogène  en  létraèdrea  et  si  l'on  suppose  la  masse  de 
chaque  tétraèdre  i^unie  au  centre  de  la  sphère  circon- 
scrite à  ce  tétraèdre,  le  centre  de  gravité  de  ce  système  de 
points  matériels  est  toujours  le  même. 

J'appelle  A, ,  A* ,  A), . . . ,  A„  les  sommets  du  polyèdre, 
la,,  è„  c),  («„  A„  c),  {«„  i„  c^),.  .  .,  (a„  h„  c,)  les 
coordonnées  de  ces  points  relativement  à  trois  aite»  r«C' 
(angulaires  issus  d'un  point  arbitraire  O.  Je  divise  U 
surface  du  polyèdre  eu  triangles  et  je  joins  leurs  sommets 
à  un  point  quelconqne  M  de  l'espace,  j'aurai  ainsi  une 
des  décompositions  e:iigées  par  la  question.  Ginsîdérani 
eu  )>ariiculier  U  pyramide  triangulaire  MA,  A,  Aj,  dont 
le  sommet  M  a  pour  coordonnées  X,  y,  z,  on  a  les  trois 
équations 

(n._:r)«  +  {6,-j)f(H-(r,-.)7  =  i(OA;-OM-). 
{o,-jr]»  +  (i._  j.)p  4-  [c-  «)  7  =  ^  (OAÎ  -OM'), 
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pour  exprimer  que  le  points,  (3,  y  est  le  ceiilre  de  la 
sphère  circonscrite  au  tétraèdre  duul  il  s'agît.  Résolvant 
ces  équations,  on  en  tire  pour  a,  pai'  exemple,  unevaleifr 


dans  laquelle 

,  0,  — X,     b,  —  x,      '.- 
D^  a.dél.- a,  — *,     b, — /,     c- 

l  OAf  —  OM',     b,  — j,      c,  — 

N  =  dét.  î OA;  —  OM',     *,  —  7,      c,— 

(oAÎ  — OM',     b,  —  j;      c,— 

Or  la  quantité  D  est  proportionnel  le  à  la  masse  du  té- 
traèdre, donc  N  sera  à  un  facteur  constant  près  le  mo- 
ment du  point  matériel  considéré  relativement  au  plan 
des  js.    Agissant  de  la  même   manière    pour  chaque 

tétraèdre,  non;  aurons  une  somme  de  moments  ^N,qui, 

divisée  par  le  volume  V  du  polyèdre,  donnera  l'abscisse 
du  centre  de  gravité  de  tous  dos  points.  I)  est  manifeste 

que  la  somme  ^^  est  constante;  car 

'^v=2'»=2''^'-  «'-■'-  '---y'  -^'-4 

\a,~x,      b,~j,     o— î) 
et  cette  expression  se  réduit  i 

.»„    K    ... 

'  «.,     »„     n  ^ 

cil  plaçant  1  urigine  des  cuorduiinées  au  [loiiil  M.  Mais  <:n 
a3. 
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même  temps  il  faut  que  la  somme  VN  se  réduise  â 


2N=2dét.    OA.-,     b„ 

'oa;,   a., 

<  à  une  quantité  coDSIame. 


THÉIRfiNB  GBOMfiTRIQIJE  BS  riKMAT. 


Soit  ABCD  un  rectangle,  où  AB  =  BC  \/a  ;  £  ett  un 
point  quelconque  de  la  (femi-cirtonfirence  décrite  sur  ÀB 
comme  diamèlref  F  et  G  points  reipectivemrnt  tlinter- 
section  lies  droites  ED,  EC  ayec  le  diamètre  AB;  on  a 
la  relation  ÂgV  BF'=  ÂB '(*). 


UM  PROPRIÉTÉ  BBS  NOMAIBS  DB  L'BLLIPSB; 
l'Apnis  M.  Otto  BOKLEN,  m  Scli  ( Wn*T(MBKao }. 


Soit  O  le  centre  d'une  ellipse  ;  OA  =  a  =  demi  grand 
axe;  OB^£  =  demi  petit  axe;  par  un  point  quelconque 
Mde  l'ellipse,  on  mène  une  normale  rencontrant  le  grand 
axe  en  P  et  le  petit  axe  en  Q;  par  ce  point  Q,  on  mène 
une  droite  QL  telle ,  que  l'on  ait 

tangOQL_a^ 
tang  OQP  ~  J  ' 

(*)  On  n'iiiiArera  pa>  de  démonsUalion. 
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L  Aant  sitaé  sor  l«  grand  a^e,  on  a 

...        a'—b' 

Cette  propriété  sert  à  rëooadre  ces  trois  problèmes  : 
1°  inscrire  dans  un  angle  droit  lue  droite  de  longnenr 
donnée  et  passant  par  un  point  fixej  a°  mener  une  nor- 
male à  l'ellipse  j  3"  trisecter  un  angle.  Inutile  d'avertir 
des  géomètres  cju'i)  ne  peut  s'agir  de  constructions  géo- 
métriques- 

La  connexion  entre  le  problème  m  et  le  problème  I 
s^établit  ainsi  :  soit  le  secteur  circulaire  GHE,  H  le  centre 
et  GE  l'arc  qu'il  faut  trisecier;  prolongeons  le  rayon  EH 
jusqu'à  ce  qu'il  rencontre  de  nouveau  la  circonférence  en 
K;  menons  le  diamètre  MHN,  qui  bissecle  l'angle  GHK; 
menons  par  K  une  corde  KO  qui  coupe  le  diamètre  bis- 
secteur MN  en  un  iioint  a  tel,  que  l'on  ait 

Oa=OH; 


arc  GO  =  ^  arc  GE. 

Or  l'angle  MON  est  droit;  les  angles  NOK,  MOK  sont 
connus,  ainsi  que  la  droite  Oo(  ^ale  au  rayon  HE,  et 
MN=;aOa-,  cela  revient  donc  à  mener  par  un  point 
donné  dans  un  angle  droit  une  droite  égale  au  double  de 
la  distance  du  point  au  sommet  de  l'angle  droit,  ce  qui 
s'obtient  par  le  problème  I. 

Le  problème  I  se  résout  géométriquement  lorsque  le 
point  eat  situé  sur  nnebisseclrice  de  l'angle  droit,  et  dans 
ce  cas  les  deux  autres  problèmes  sont  aussi  susceptibles 
d'une  solution  géométrique,  c'est-à-dire  on  peut  géomé- 
triquement trouver  le  tiers  d'uu  angle  droit,  et  mener 
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une  normale  à  l'ellipse  par  un  point  situé  sur  les  diuBi- 

très  conjugués  égaux  de  l'ellipse. 


«llBSTflNS. 


•U6.  Joignons  par  une  droite  les  centres  des  cercles 
inscrit  et  circonscrit  k  un  triangle;  cette  droite  rencontre 
le  cercle  inscrit  en  deux  points;  soient  s  et  s' les puÙT 
sances  de  ces  points  relativement  au  cercle  circonscrit, 
r  le  ra^^n  du  cercle  inscrit,  R  le  rayon  du  cercle  circon- 
scrit, on  a  la  relation 

//'  =  r'{4R-(-r}. 

Note.  La  puissance  d'un  point  par  rapport  à  un  cercle 
est  le  produit  des  segmenu  de  la  sécante  ou  de  la  corde 
menée  par  ce  point  ;  expression  introduite  par  Steiner,  le 
célèbre  géomètre,  Euclide  moderne  de  l'Allemagne  (*) . 

447.  Soient 


T,  =  {/)  + Vp.-h  ï^i)  . 
*.  =  (/'  + s/;». +  ?*.)', 

(')  La  PrDBse  potaède  de  Ennds  géomètre*  qu'elle  rémunère  petiUacMl. 
Jscobf  lonUil  êchao^r  Berlin  contre  Vionne;  Dirichict  a  fail  cet  échinp! 
BOntre  Gotlingua,  il  Steinei  contre  !■  Su1>b4>,  eod  psTi  titUI. 
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p  «l  ç  sont  supérieurs  à  z^ro  ;  démontrer  que  : 
i".  Les  termes  Xi,  x»,  Xt,. . .,  x,  vont  en 
a".  X*  +x*_,  —  ip  est  une  quantité  positive^ 

3°.   Xi  XtX,...x^t  n'est  pas  inférieure  à  ~=.{»p)  '  î 

^— -<iij(^')Hf;f- 

(GKCBBaT.) 

448.  Soient  A  et  B  les  extrémités  du  grand  axe  a  a  d'i^ 
ellipse ,  C  le  centre  ;  O  un  point  fixe  dans  le  plan  de  l'el- 
lipse,et  0C=  <j;inscri?on5  dans  l'ellipse  un  polygone 
de  an  c6 tés,  projection  d'un  polygone  régulier  inscrit  dans 
le  cercle  dont  l'ellipse  est  la  projection  ortliogonale  ;  A  et 
B  étant  deux  sommets .  opposés ,  menons  du  point  O  des 
rayons  successifs  r,,  r,,  rt,. . .  ri„,  et  par  le  centre  des 
demi-diamètres  R,,  Rj,. .  .f'Rt„  respectivement  parallèles 
k  ces  rayons,  on  a  les  deux  relations 

R,    R,   R,   a.^,         V       «/ 

R,    R,    R.     R,.  V      "/ 

le  signe  supérieur  lorsque  le  point  O  est  dans  l'intérieur, 
et  le  signe  inférieur  lorsque  le  point  est  extérieur. 

449.  Soit  l'équation 

ax*  +  ^bx' +  Qcx' +  4<^+  c  =  o, 

^si  ^19 '*i'*i  f*  la  somme  des  puissances  o,  i,  a,  3,  4  <les 
racines  et,  j3,  y,  (}, 

Si  l'on  a  l'une  ou  l'autre  de  ces  deux  relations 
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450.  Une  droite  est  donnée  par  ses  deux  projections 
qui  se  rencontrent  en  un  même  point  delà  ligne  de  terre; 
mener  par  la  droite  un  plan  tel,  que  ses  deux  traces,  étant 
relevées,  forment  un  an^e  bissecté  par  la  droite  donnée. 
(Solution  graphique.) 

431.  Une  hyperbole  équilaiére  homofocale  à  une  el- 
lipse intercepte  sur  les  côtés  d'un  angle  droit  circonscrit 

à  l'ellipse  deux  cordes  égales.  (Mâhhheim.) 


NOTRS  SUR  MVERS  SIJKTS. 


Plusieurs  questions  m'ont  ét^  adressées  par  des  abon- 
nés aux  Nouvelles  Annales.  Les  unes  appartiennent  ea- 
tiÂrement  aux  mathématiques  élémentaires  j  les  autres  se 
rapportent  à  des  considérations  d'un  ordre  difFérent,  elles 
sont  relatives  aux  modi&cations  apportées  par  le  Pro- 
gramme officiel  dans  l'enseignement  scientiBque  des 
lycées.  Je  réponds  d'abord  aux  premières  : 

I ,  Déterminer  les  angles  d'un  triangle  dont  les  côtés 
sont  des  multiples  du  rayon  du  cercle  inscrit,  et  faire 
voir  que  si  l'on  prend  pour  unité  le  rayon  de  ce  cercle, 
la  surface  tlu  triangle  est  exprimée  par  un  nombre  en- 
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lier  dont  le  cube  est  égal  à  la  somme  des  cubes  des  trois 
nombres  giU représentent  les  côtés  du  triangle. 

Soient  r  le  rayon  du  cercle  inscrit;  a,  b,  c,  les  côtés  ; 
p,  le  demi-périmètre;  s,  la  surface;  x,y,  z,  les  rapports 
des  côtés  a,  b,  c  au  rayon  r:  on  aura 

«  — W,      ô  =  rr,     e  =  rz,     ;»  =  -  r(x  +  7 -f- *)j 
d'où 

p---b  =  -r(x  +  x  —  jr), 
p—ç~^ri^x-^  y  -  t). 
Mais,  d'après  une  formule  connue, 

^_{p-')ij'-t)^-'). 
p         ' 

donc 

-■•  Ir  +  '-  ')'{'  -I-  '  -  r)  ['  -I-  r  -  ') . 

équation  qui  revient  à 

Les  côtés  a,  b,  c  étant,  par  hypothèse,  des  multiples 
du  rayon  r,  les  rapports  x,y,  z,  de  ces  côtés  au  rayon, 
sont  nécessairement  des  nombres  entiers^  et,  par  consé- 
quent, les  expressions 

{x-^t-s),     [x  +  z.~y),      (x  +  j--,),      (^  +  ^  +  «) 

représentent  aussi  des  nombres  entiers,  qui  doivent  être 
positifs,  parce  que  les  valeurs  des  différences  p — a, 
p  —  b,  p — csont,comiueon  sait,  des  quantités  positives. 
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De  plus,  il  est  facile  de  reconnaitre  que  chacun  des 

quatre  norabres 

est  exactement  divisible  par  a. 

En  effet,  l'égalité  (i)  montre  que  le  produit  des  trois 
premiers  est  un  multiple  de  4  j  d'ailleurs  eu  addiùonnant 
deux  à  deux  ces  trois  nombres,  on  obtient  pour  sommes 
•AZ,  IX,  a^  ;  il  faut  donc  que  cbacun  d'eux  soit  pair.  U 
en  est  de  même  du  quatrième  [x-i-  y  +  z],  car  il  est 
égal  à  la  somme  des  trois  premiers. 

Cela  établi,  posons 
(a)  J-  +  »— *  =  aX, 

(3}  ï4-«-r  =  2ï. 

(4)  *  +  r->=aZ; 

il  en  résulte 

et  par  suite  l'équation  (i)  se  réduit  à 

(5)  XTZ=X  +  T  +  2, 

On  voit  ainsi  que  la  détermination  des  rapports  x,y,  t 
dépend  de  la  résolution  de  ce  problème  : 

Trouver  trois  nombres  entiers  et  positifs,  X,  T,  Z, 
dont  la  somme  égale  le  produit. 

n  est  clair  que  les  nombres  cherchés  X,  Y,  7.  ne  peu-r 
veut  être  égaux  entre  eux,  car  leur  égalité  donnerait 
X'  =  3X,     ou    X  =  v'3. 
Soit  X  le  plus  grand  de  ces  trois  nombres,  on  aura 
X+Y4-Z<3.X; 
puis,  on  ayant  égard  a  l'équatinn  (5), 

XYZ<3,X,     YZ<3. 
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donc 

C'tist  ce  qu'il  fallait  faire  voir. 

2.  Diviser  un  angle  donné  a  positif  et  moindre  çue 
i8o  degrés  en  n  parties  telleSy  tfue  te  produit  de  leurs 
sinus  soit  un  maximum. 

Ce  mjLximnm  correspood  à  l'^alité  des  parties.  Car, 
en  supposant  d'abord  n  =  a,  nommons  a,  b  les  deux  par- 
ties ;  on  aura 

sina.sin  i=  -[cos(ii  — i)  —  cos  (a  +  *)] 
=  -[co»(«  —  b)  —  cos>]. 

Xje  maximuni  de  cos  (a  —  b)  — cosa,  est  évidemment 
1 — cosa.  L^^alité  cos  (a  —  b)^i  donne  a^i, parce 
que  o  et  6  sont  positifs  et  moindres  que  i8o  degrés. 

Du  cas  particulier  n  =  a,  on  passe  au  cas  génëral  au 
moyen  d'un  raisonnemeut  qui  est  bien  connu. 

3.  Quel  est  le  minimum  du  rapport  —  des  rayons  de 

deux  cercles,  l'un  circonscrit  à  un  triangle,  et  Fautre 
inscrit? 

Soient  A,  B,  C  et  j  les  trois  angles  et  la  surface  du 
triangle;  on  sait  que 


t  sinA.sinB.sinC 


r'sif.tang-A  Ung-B.Ung-C, 
d'où 
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il  en  résulte 

4.««(|)-.i»(|)-in(j) 

Or,  le  maximum  du  prodait  des  sinus  des  trois  angles 

->  -j  -)  dont  la  somme  est  90  d^rés, s'obtient, r 

on  vient  de  le  voir  (3),  en  posant 

ce  qui  donne 

™(5)-"°(l)""»  =  8' 

réalité  (i)  devient  alors 

R_     1 


par  conséquent,  le  nombre  a  est  le  minimum  cherché. 

4.  Déterminer  le  maximum  du  produit  des  tangentes 
de  n  angles  positif*  a,  b,  C,  d,  etc.,  dont  la  somme,  ot,  est 
donnée  :  on  suppose  que  la  somme  de  deux  quelconques 
de  CBS  angles  est  moindre  que  90  degrés. 

Les  inégalités  supposées 

<i-t-i<90",     c-Kd<90»,   .., 
donnent 

tanga.taiigA<|  i,     tangc.UngiK^  1.  .. .; 

et  de  U  on  peut  conclure  que  le  produit  p  des  tangentes 
des  angles  a,  &,  c,  ij,  etc.,  est  toujours  moindre  que  l'u- 
nité. En  effet,  lorsque  n  est  pair,  p  se  forme  du  produit 
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des  -  nombres 

tanga.Iangi,     laoge.Uog^/, . .  .  , 

(|ui  sont  chacun  compris  entre  o  et  i .  On  a  donc  p<Ci- 
Si  n  est  impair,  p  est  le  produit  de  tanga  par  un 
nombre  tangfr.Ungf .  tangtJ,  etc.,  plus  peiil  que  l'unité, 
il  s'ensuit 

/'<Ungfl. 
On  aura  de  môme 

/'<tangft, 
d'où 

/)'<[[langii.  tangi  <^t     et    p<^i. 

Ainsi  lu  produit  variable  ;^  a  un  maximum  comprît 
entre  o  et  i. 

Cela  posé ,  considérons  d'abord  le  ras  particulier  oiï 

Dans  ce  cas,  on  a  : 

,  ,  ,        sina  iùib 

B  +  ù^x,     oKTqo",     p  =  tanca.lanco=: ;■ 

•~^y"  y     f  ti  b  cos.T.coïi 

Mais 

siDi.sin  fi  =  -[cos{a  —  &)—  t-os{a  +  fr]=-[co»(a  —A)—  cosx], 

coBa.cosA=-[ros;a— i)+  cos{o+i)]=-!cos(fl  —  *)+coso]; 

donc, 

—  ""{«^  —  *)  — «tw  « 


"cos{a  — É)  +  «-oï«  coï(b  —  fi)  +  coi« 

La  fraction    — ■— - — est  i)usiti\c,  puisque 

cos(n  —  à)  +  cosK  '  '11 

l'angle  a  cht  aif;u-,  parrons&jufni  Ip  iiiaxlnium  dc/J  s'ob- 
tiendra en  posiiiit 

.■os(«-fi)  =  ,, 
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e  qui  donnt; 


D  =  ung»  I 


Qael  que  soit  «,  il  faut,  pour  que  le  produit  p  de- 
vienne maximum,  que  les  angles  a,  b,  c,  etc.,  soient 
égaux  entre  eux;  on  sait  comment  cette  proposition  gé- 
nérale se  déduit  du  cas  particulier  que  nous  venons  de 
considérer. 

Quant  à  la  valeur  de  p ,  correspondante  à  l'ëgalilé  des 
angles  a,  A,  c,  etc.,  elleest  évidemment  tang"  (-].  Cette 

valeur  est  moindre  que  l'unité,  parce  que  -  est  moindre 
que  la  moitié  d'un  angle  droit. 

5.  Démontrer  anafyliqnement  que  de  tous  les  trian- 
gles ciiconscrits  à  un  cercle  donné,  le  plus  petit  en  sur- 
face a  ses  trois  angles  égaux  entre  eux. 

Soient  r  le  rayon  du  cercle,  A .  B ,  C  et  j  les  trois  angle» 
et  la  surface  de  l'un  des  triangles  circonscrits,  on  aura 


laDg-  •  tang  ~  ■  tang  - 


Le  mînimun  de  ^  correspond  au  maximum  du  pi-oduît 

des  tangentes  des  angles  - 1  -  »  -  dont  la  somme  est  égale 

à  90  degrés;  donc  (n"  4)  lorsque  j  est  minimum,  les  an- 
gK>s  A ,  B ,  C  sont  égaux  entre  eux.  C'est  ce  qu'il  fallait 
démontrer.  G. 
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G&NÉULISATION  Dtl  THÉORfilB  H  NRWTOII 
SIR  LE  «IIAMULAT&RE  INSCBIT  DANS  IINB  CtNltOB- 


1.  Théorème.  Soient  deux  systèmes  chacun  tte  n 
plans;  ces  deux  systèmes  se  coupent  en  n"  droites  par 
lesquelles  passent  une  infinité  de  surfaces  de  degré  n; 
cha-rune  de  ces  surfaces  jouit  de  cette  propriété  :  le  pro- 
duit des  distances  d'un  point  quelconque  de  cette  sur- 
face à  Vun  des  systèmes  de  plans  est  au  profit  des 
distances  du  même  point  à  l 'atUre  système  de  plans  doits 
un  rapport  constant. 

Démonstration.  Soienl 


l'équatiou  d'uo  plan  quelconque  du  premier  système,  el 

■  B,  =  o 

l'équaiion  d'un  plan  quelconque  du  second  sysième  ;  U 
surface  représeniëe  par  l'équation 

(i)  A,  A,à,...  A.  +  1B,B,.    .B,  =  o, 

où  ii  étant  une  constante  arbitraire,  est  une  surface  de 
degré  n  et  passant  par  les  n*  droites  d'intersection  du 
système  A  avec  le  système  6.  Soit  a^  la  distance  perpen- 
diculaire d'un  point  de  celte  surface  au  plan  A^  et  ^^  aa 
plan  Bpj  d'après  l'expresaion  connue  de  ces  distances, 
on  a 

a,o,...«.-j-lp,p,...  p.  =  o. 

Observation.  L'équation  (i)  renferme  8n  constantes, 
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consUntes.  On  peut  donc  identifier  cette  équation  avec 
l'^uatioa  (i)  tant  que  n  est  inférieur  à  5 ,  ideoùfication 
purement  atAlytique  pour  n  =  a  et  n  ==  4  lorsque  ces, 
surfaces  ne  renferment  pas  de  droites;  mais  les  surfaces 
du  deuxième  et  du  quatrième  degré  qui  contiennent  des 
droites  penvent  se  mettre  respecùvement  sous  la  forme 
A,Ai  +  >B,B,  =  o,     A,A,A,A4  +  ÏB,B,B|B,  =:o, 

et  une  surface  quelconque  du  troisième  degré  peut  se 
meure  sous  la  forme 

A,A,A,  +  XB,B,B,=  Oi 

ces  surfaces  possèdent  donc  là  propriété  des  distances, 
ci-dessus  énoncée,  et  l'on  peut  en  déduire  les  principales 
propriétés. 

2.  Théokïhe.  Soient  donnés  dans  un  plan  deux 
sjrstèmes,  chacun  de  n  droites  ;  ces  deux  systèmes  se 
coupent  en  n*  points  par  lesquels  passent  une  infinité  de 
lignes  de  degré  a  ;  chacune  de  ces  lignes  jouit  de  cette 
propriété  :  le  produit  des  dislances  d'un  point  quel- 
conque de  cette  ligne  à  l'un  des  systèmes  de  droites 
est  au  produit  des  distances  du  même  point  à  l'autre 
système  dans  un  rapport  constant. 

Même  démonstration. 

Observation.  L'équation  (i)  où  les  A  et  les  B  repré- 
«ententdes  droites  contient  6n  constantes.  Une  ligne  de 

degré  n  renferme  — —  —  constantes.  Aussi  on  pentopé- 

rer  analjrtiqiiement  l'identification  pour  n  inférieur  à  i  o. 

Faisant  n  =  3,  on  a  la  propriété  des  distances  pour  le 

Âma.  it  MaittAïui.,  I.  XVll,  (Octobre  iSM.l  34 
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quadrilatère  inscrit  dins  le  quadrilatère;  tliéorème  foo- 
damenul  de  Newton  dooi  la  constance  da  rapport  an- 
harmonique  de  M.  Chastes  n'csi  qu'une  simple  transfor- 
mation (t.  XVl,  p.  sao);  mais  renoncé  de  Nemob 
pr^Qtc  l'avanti^e  de  pouToir  être  gënëralisé. 

3.  Par  des  transformations  métriques  du  théorème  de. 
Nevrton,  IVI.  te  capitaine  Faure  parvient  à  cclni-ci  : 

Vn  quadnlatàre  étant  circonscrit  à  une  conique,  le 
produit  des  distances  des  deux  sommets  opposés  à  une 
cinquième  tangente  quelconque,  divisé  par  le  produit 
des  distances  des  deux  autres  sommets  à  la  même  tan- 
gente, donne  un  quotient  constant. 


APPLICATION  DE  LA  NOIVELLE  ANALYSE  AIX  SStPAG8& 
DU  SECOND  ORBSE  (*); 

Pak  m.  PA1NV1N, 

DocLtur  è>  ScUncw. 


IHTItODVCTIOIt. 

1.  I.CS  coordonnées  d'un  point  de  l'espace  seront  re- 
présentée» par  — )  — 1  — ■  Cette  notation,  qai   otTre  de 

nombreux  avantages,  donne  à  l' équation  des  surfaces  du 
second  ordre  la  forme  suivante  d'une  fonction  quadra- 


(*)  Ce  Mémoire  répond  b  toute  quntioa  finilétlnuile  sur  uno  igrrare 
ilii  ^ernnd  ordre  ,  paiir  noe  i^quation  dicanâinc  et  aict  quelconques. 
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liqne  homc^ène  : 

I*!!*!  -+■  "ii^î  ■+«M«Î  +  «..  «J+  2.a„x,Xti 
•t-  aa„x,x,  ■+■  2  a,.  X,  X,  +  2  Ht,  «,  .c,  !  =  o  (  *  )  ; 
+  3a„x,j:,  +  aa„x,i,  \ 

ëquaiioa  qu'on  peilt  écrire  symboliquement 

en  donnant  i peltf  simulunément les  valeurs  i ,  a, 3,  4> 
et  en  posant 

11  résulte  de  cette  égalité  que  les  rectangles  des  va- 
riables auront  a  pour  coefficient. 

2.  Le  principe  suivant  sera  d'une  application  fré- 
quente: 

Soi&ntXty  Xi,  X„  trois  fondions  linéaira  des  coor- 
données —1  — j  —  Sun  certain  point  M,  par  rapport 
aux  axes  Ox,,  Ox,,  Ox^  ;  si  Fon  prend  pour  nouveaux 
axes  O,  yi,  O,  jt»  Oi  y»ï  '«*  intersections  des  trois  plans 
X,  :=  o,  Xg  =  o,  X)  =  o,  çuon  suppose  se  couper  en  un 
seul  point,  les  fonctions  X,,  X»,  \t  seront  proportion- 
nelles respectivement  aux  nouvelles  coordonnées  y,, 
y,,  yi  du  même  point  M. 

La  démons tratiou  de  ce  théorème  se  déduit  immédiate- 
ment des  formules  de  transformation  des  coordonnées. 

3.  Je  rappellerai  encore  quelques  aoûoos  relatives  anx 
déterminants. 


(')  J'ai  supprimé  la  TÏrgule  qu'on  place  ordinaireDieul  entre  les 
indices  do  chaque  lettre;  il  n'en  rétullera,  dann  le  cas  actuel,  > 
oliMurilc,  el  la  lecture  drvien<lni  pliiï  facile. 

24. 
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Si  P  rnprésentc  un  dtHermînani  dont  les  élémenU  sont 

u,,,,  la  notation  ^ —  désignera  un  détertninaDt  déduitdu 
déifrmînaDt-P,  en  supprïmaut  la  r"'*"*  ligue  et  la  j**™  co- 
lonne ;  mais,  en  outre,  -r —  sera  la  dérivée,  par  rapport 

à  fl,,„  du  déterminant  P,  pourvu  qu'on  affecte  le  déter- 
minant déduit  et  non  développé  du  signe  plus  ou  du 
signe  moins,  suivant  cjne  les  nombres  r  et  5  sont  de 
même  parité  ou  de  parité  différente. 

du  déterminant  P,  en  supprimant  d' abord  la  r"*"  ligne  rt 

Fa  s'*"'  colonne,  puis  ta  f,'*™  ligne  et  ta  *,'*■"  colonne  ; 

d'Ç  .     j-  .    ,     ,     <'P 

mais,  en  outre,  -, r sera  la  denvee  de  ~ — ,  par 

'  aa,,,dar„,,  dtir.t 

rapport  à  a,,,  ,^.  On  couoait  le  sigue  de  ce  premier  déter- 
minant non  développé  d'après  la  r^le  précédenle;  on 
affectera  le  second  déterminant  déduit  et  non  déifeloppé 
du  vgneplus  ou  du  signe  moins,  d'après  la  règle  suivante  : 

1°.  Si  j   '  CT    (>  on  donnera  le  signe  +  ou  le  signe  — , 

suivant  que  (r,  —  i)  et  (*,  —  i)  seront  do  même  partie 
ou  de  parité  différente i 

a".  Si  I  '         |i  on  donnera  le  signe  +  ou  le  signe — , 

suivant  que  (r,  —  i)  et  *,  seront  de  même  paràé  ou  de 
parité  différente; 

3°.  Si  j   '         ]ï  on  donnera  le  signe  ■+■  ou  le  signe  — , 

suivant  que  »■,  et  (s;  —  i)  seront  de  même  parité  ou  de 
parité  différente  i 

4"-  Si  I   '         j)  on  donnera  le  signe  +  ou  le  signe  —, 
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suivant  que  r,  et  s,  seront  de  même  parité  ou  de  panlé 
différente. 

On  combinera  les  deux  signes  ainsi  obtenus,  d'après  la 
règle  usitée  des  signes,  et  on  aura  déCniii veinent  le  signe 
dont  il  faudra  affecter  le  déterminant  déditir,  non  déve- 
loppé, pour  que  ^ ^ soit  la  dérivée  seconde  du  dë- 

termioant  P. 

Cette  règle  se  légitimera  facilement  par  les  considéra- 

tioDS  suivantes  :  -r —  représente  un  déterminant  obtenu 

en  supprimant  la  r'**""  ligne  et  la  s""'  colonne,  afibclé  du 
tiigne  4-  ou  — ,  suivant  \&  parité  ou  la    disparité    du 

couple  {/",  s).  Pour  obtenir  -: ; >  il  faudra,  dans  ce 

dernier  déterminant,  supprimer  la  r,'^'"'  ligne  et  la  s,'*"" 
colonne;  mais  pour  counaltre  \esigne  de  ce  résultat,  il 
sera  nécessaire  de  ramener  le  déterminant  susdit  au  tfrpe 
normal,  c'est-à-dire  diminuer  de  un  tous  les  premiers 
indices  dans  les  lignes  qui  suivent  la  r"'""  ligne,  ainsi  que 
tous  les  seconds  indices  dans  les  colonnes  qui  suivent  la 
s"*"'  colonne.  Ce  qui  conduit  immédiatement  à  la  règle 
que  je  viens  d'énoncer. 

Le  type  normal  est  celui  où  les  indices  se  suivent  dans 
leur  ordre  naturel  et  sans  discontinuité. 

Il  ne  faut  pas  oublier  que  les  signes  des  diffcrenis 
termes  d'un  déterminant  dépendent  du  signe  du  produit 
des  termes  de  la  diagonale  qui  part  du  sommet  supérieur 
à  gaucbe  du  carré,  et  auquel ,  suivant  l'usage,  j'affecterai 
toujours  le  signe  plus. 

J'ai  insisté  sur  toutes  ces  conventions,  parce  que  le 
signe  de  ces  quantités  joue,  dans  les  questions  que  je  vais 
traiter,  un  rôle  très-important;  et  il  est  nécessaire d'éviu-c 
toute  espèce  deconfusion- 
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(M) 

CHAPITRE  PREMIER. 

DIICDSSIOR  DU   SUBFACES  DU   SKCORD   OKBEK. 

SI. 

Relations  d'identilé, 

4.  Avant  d'aborder  la  dîwiuuion,  j'écrirai  lesdévdop- 
pemenU  de  plusieurs  expressions  et  certaines  relations 
d'identité,  qui  se  présenteront  fréquemment  dans  les  cal- 
culs suivants  ;  j'ai  pensé  qu'il  était  utile  de  réuuir  toutes 
ces  formules  dans  nu  même  piragraplie.  La  plupart  de 
ces  relations  sont  uue  conséquence  immédiate  de  la  for- 
mule bien  connue 

rf-P       _  dP     rfp  rfP     dP 

tùir  I  da^  f  dtit  i  dût  j  dOf  «  du,  j 
,  Depuis  longtemps  M.  Terquem  était  arrivé  à  ces  résul- 
tais par  une  voie  difiTértente;  et  c'est  à  un  travail  sur  ce 
sujet,  qu'il  a  eu  l'obligeance  de  me  communiquer,  que 
j'ai  eroj«ninté  les  principales  formules  relatées  dans  ce 
paragraphe. 

le  désignerai  par  A  le  discriminant  de  la  foncdon  f  ; 
de  sorte  qtte 


(■) 


ce  déterminant,  dans  lequel 

est  en  même  temps  le  déterminant  ffessien  de  la  foue- 
tioo9(**). 

('}  BkiOMJii,  Théorie  dit  délermintau,  p.  >3. 

C")  DéUriiiinaDtiulri)diiiIparOllDHc>»on„^a  J,  J    ' 


bvGoog[c 


Ou  trouve,  cd  développant, 

■*={_      /«.iaa«M<«<i-t-<'nfli.''M«.A 

S.  Il  est  imporUnt  de  remarquer  que  de  l'égalité 
il  résulte     . 


Par  suite,  l'expression  -5 —  ne  représente  plus  la  dérivée 
«ffective  de  A. 

Cependant ,  afin  de  conserver  aux  formules  que  je  vais 
écrire  un  rapport  plus  intime  avec  les  formules  générales 

qui  appartienneiit  à  la  théorie  des  déterminants ,  les  -^ — 

nous  représenteront  toujours  le  déterminant  déduit,  en 
supprimant  la  »■'*"'  ligne  et  la  s'*"'  colonne  et  affecté  du 

d'i 
signe  convenable.  Il  en  sera  de  même  ponr  les  -j- — -j • 

D'ailleurs ,  lorsqu'on  voudra  passer  aux  dérivées  effec- 
tives du  premier  ordre ,  il  sufBra  de  se  rappeler  la  relalion 
évidente 

Ali—     jU  _ 

d«,,,  "~     da,,,^ 

la  caractéristique  d  désignant  une  dérivée  eifective. 

6.  Jedonnerai,  en  premier  lieu,  les  dérivées  premièr>.'s 
de  A  et  plusieurs  des  dérivées  secondes. 
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«et  BQ  OQ  «>t]  CIt)  B« 

S  <S  ««  ««  oa  ott  «a 

«3  "s>a  "SB  Ofl  tj"?  «fl 

1+  1+  1+  1+  1+  1    + 

_<s  _B  _'â  ,«  _fl  „* 

V  «  V  «  V  «  V  B  V  «  V  a 

«o  ««  "al»  ««  "S'a  OB 

■*■  L  +  '  +  '  t  ' .  +  '  1 1 

tfa  JiT  is«  «a  oB  oB 

tf«  ■s'?  BB  ««  "SB  «« 

B«  BB  'B«  BB"  OB  BB 

1     +  I     +  I     +  I     +  I     +  I    j- 

Il  II  II  II  II  -       Il 

BB^  BB^  BB'^  BBB  BBf  BBB 

OB'?  B'8'8  B^B  BBB  ObJ  BBB 

BlTJ  Bb5  ^b""?  BBB  BBB  BBlâ 

_  _  _  ^  _  ^ 

Il  II  II  II  II  II 

Il  II  II  II  II  II 

?l-l  ?lï  ^l-l  ^l-l  ^l-l  ^W 

Il  '  Il  II  II  II  II 

^l-l  ^k°  ^1-1  =31-1  ?|.§  ^11 


bvGoogle 


(378) 


Dérivées  teconâe%. 


(4) 


(4) 


<f  A                           la, 

a» 

(/>&                            la, 

</>&                            la, 

fr.. 

=  P. 

1.1 

d>A                                         |<T, 

"i, 

■fi                            Ifl, 

-^M  rfa,.  ~ '"  ~  "^  u. 

rf-A 
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b,  Google 


(  3do  ) 

=  PaPu  —  r',„  S„a„=p„p„  —  r\„ 

J  S„a„=p„p„—.r\^,-  3„a»  =/',j;»u  —  ri,, 

=P,>Ph  —  r\„  S„  a.,  =  p„Pa  —  '■;,. 

1  3„  a,,  =  p,,p„  —  r]^.  t„  an^p,,p,i  —  J-J,- 

'  J«  «u  =  '•il  '■«  —  r^Pi»  iu  lu  =  r„  r„  —  r.ipu, 
tua,,  =  r„r,,  —  r„p„,  i„a„  =  r,j  #■,,  —  r„pu, 
Sua„  =  rur„  —  r„p,„     *»««  =  /■«  r„  —  r„;ï,j, 

J^^ij  =  ni'^u  —  ''itPni  *ii  *J)  =  '■«  ''il  —  ''il fur 
JnOu  =  r„r„  —  r„/>a,  J,,  ««  =  r,,  r„  — r„/>,„ 
Jnl»  =  ''o'ji  —  fltPlf      ^ii<»n  =  'j.  'il  —  fvP\i- 

8ua„  =  r,,i-|,  H-r,,/?,,,  3„  «a  =  ^m  '"b  +  ''ii/>ii. 

j,,a„  =:  /■„  r,i  +  r„p„,  i„  a,,  =  r^  r„  +  Tu /'m 

*u  «Il  —  r„  r„  4-  r„/',„  3„  On  =  r„  r,,  +  r,,^,,, 

J  J„  (ï„  =  r„  r„  4-  !•„  p„,  3„  a„  =  r„  r.,  +  r.,  p„, 

F  in  dj,  ^  r,,  r,i  +  r,,pn,  3,,  a^  :=  r.i  rj,  -t-  ruf  i» 

^  *„  Oj,  =  r„  r„  -t-  r»  p,„  î„  a„  =  r„  r„  +  r„/'„, 
/  "î  I  i=7'«/'«Pu — ^p»  '"II— /"il  '■'  1 — Pu  '"îi — '^r„r„r,„ 

j  "î.  A=;>„/>„/>„— /ï«rj,— />„/-î,— /i,:rj,— 2r.,r„r„, 

On  pourrait  encore  établir  d'autres  relaiîons  analoguH 
à  celles  que  je  vicDs  de  signaler  ;  mais  ceries-ci  nous  suf- 
Csent  pour  l'étude  que  j'ai  en  tuc  ;  elles  sont  même  sur- 
abondantes. Cependant  j'ai  cru  devoir  les  donner,  parce 
qu'elles  peuvent  être  d'un  graud  secours  dans  d'autres 
reilierclics  sur  les  surfaces  du  second  ordre. 

Lo  luiU  prochainement. 


(7) 


(8) 


(9) 
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TRANSFORMATION  DES  PROPRIÉTÉS  NÉTRIQIES  DBS  FIGURES 

Pak  m.  FAURE, 
Capiluae  d'trtilleria. 


Transformation  des  relations  d'aires, 
4.  Transformer  homographiquement  Taire  if  un  trian- 
gle a',  V,  c*. 

Soient  (x',,y,),  [x'._,y\),  (a:',, yj  les  coordonnées  "des 
sommets  a',  b',  c',  et  S'  la  surface  du  triangle, 

I  * .  y. 


el  en  aérant  égard  aux  formules  de  transforma liou  (p.  a^t^) 

r,+  t/j+c,  a'*,+  A'/,+<^.  a" *,+-*" j'i+C    p, 
^)+*/.+  «j  a'j;j-+-6'j'j+c',   o"i,+  tVj+c" 
nous  posons 

~  [a" x,  +  b" j,'V-c")(''- jr,'^b" y-.-^-t^y^a' x^-irb" y,  +  c"] 
La  valeur  de  'iS'  peut  s'écrire 

i"  t"  c- 

a&c  étant  le  triangle  h omo graphique  au  triangle  a'b'c', 
appelons  a,  j3,  y  Us  distances  des  sommets  du  triangle  abc 
à  la  droite!  (p.  a8o),  donnée  par  l'équation 
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de  ce  triangle, 

a''a,-t-6''j'.  +  '^  =  "V'« 

">  +  *" 

û-^,  +  6V.  +  c"  =  pV« 

".  +  6". 

a"x,+  b"x,-{-c''=y\f^ 

".  +  *■'. 

*.  ri    » 

2S  = 

I  a"  A"  c" 


(«'"+6"') 


-■P-7 


L'aire  d'un  triangle  est  égale  à  celle  du  triangle  Ao- 
mographiqite  divisée  par  le  produit  des  distances  des 
sommets  de  ce  triangle  à  la  droite  I  et  mult^liée  par 
une  constante. 

Dans  deux  figures  homograpbitjues ,  il  existe  trois 
points  qui ,  considérés  comme  appartenant  à  la  première 
figure,  sont  eux-mêmes  leurs  homologues  dans  la  seconde 
(p.  380).  Si  a',  b',  c'  sont  ces  trois  points,  S  =  S',  donc 


a"  b'   1/ 

a"  b"  c- 


(a-+fi"-)    '  =  a.pr- 


Ainsi  le  coefficient  numérique  qui  entre  dans  la  valeur 
de  S'  est  égal  au  produit  des  distances  des  trois  points, 
qui  sont  eux-mêmes  leurs  homologues,  à  la  droite  I.  Nous 
désignerons,  pour  abréger,  ce  coefficient  par  la  lettre  m, 
de  sorte  que 


(I) 


'■f-7 


S.  Examinons  ce  que  devient  cette  formule  lorsqu'un 
ou  deux  des  somnieis  du  triangle  abc  sont  à  l'infini,  ce 


_iv,Goog[c 


(  383  ) 
qui  revicnl  k  supposer  les  sommets  correspondants  da 
triaDgIe  a',  b',  d  sur  la  droite  1'  (p.  380). 

Désignons  par  A,  B,  C  les  côtés  du  triangle  €Ac  respec- 
tivement opposés  aux  angles  a,  6,  c,  et  par  a,,  &i,  c,  les 
points  d'intersection  de  ces  mÈmes  côtés  avec  la  droite  I) 

S  =  aie  =  i  ab.ae  sin  (B,  C), 
a 

7  =  e6,sin(B,  I), 
donc 

S      _t    afr.ac»in(B,C) 
a.p.y  "~3a.p.c*,sm{B,I)* 

Si  l'on  suppose  le  point  c  à  l'inûni,  —  =  i , 

(.1  ^,_m   aA sir. (B.C.) 

^  '  ^  a   a.p.sin(B,  I) 

Ou  a  aussi 

p=  Éc,sin(QI). 

Subetituant  dans  la  formule  précédciile  et  faisant  passer  h 
i  l'infini, 

"(B.C) 


(ï) 


'  3  a»n(B,I)sin(C,I} 


Pour  interpréter  géométriquement  ces  résuhals,  re- 
marquons  que  dans  la  relation  (i)  les  droites  ah^^  ba, 
devenant  parallèles,  lorsque  c  est  à  l'iniïni, 
^■fc6in(B,C)_ 

donc 


Ce  segment  n,bi  est  la  projection  du  c6té'a&  du  triangle 
sur  la  ilroile  I,  projection  faîlc  au  moyen  de  deux  droite» 
ac,  bc  parallèles  à  une  direction  arbitraire. 
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CcLle  formule  servira  à  transfiarmer  l'aire  d'un  iriangle 
a'  h'  c'  dont  l'un  des  sommets  c'  sera  sur  la  droite  I'. 

CoDsidérons  alors  dans  la  première  figure  un  triangle 
quelconque  a'  b'  c',  et  joignons  ses  sommetâ  à  un  point  o' 
pris  sur  la  droite  1',  on  aura 

a'  i'  c*  =  a'  A'  o'  4-  i'  c"  (/  4-  c'  a'  o', 
de  sorte  qu'en   transformant  d'après  la  relation  précé- 
dente, 

Relativement  a  la  formule  (a),  remarquons  que  l'aire 
du  triangle  a  b,  c,  est  donnée  par  la  relation 

"    '  "'  ~  a  siniB,  C)  " 


Cette  formule  servira  à  transformer  un  triangle  doat 

un  des  côtés  coïncidera  avec  la  droite  1'.  Par  cons^ueui, 

si  l'on  considère  dans  la  première  figure  (*}  un  triangle 

quelconque  a'  b'  c',  formé  par  les  côtés  A',  B',  C,  on  aura 

«'  6'  e'  =  A'  B'  I'  +  B'C  I'  +  C  A'  I', 

A'  B'  I'   (Joignant    l'aire   du   triangle  formé    des   côté« 
A',  B',  r,  etc. 

Transformant  d'après  la  dernière  formule, 

(111)  s'=„(î|p  +  *ii  +  îi^). 

C]  Première  Qgure  ml  loujoore  celle  dont  ou  cbsnihe  l1iDii)0ST*|>bic, 


b,  Google 
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6.  Cas  particolier.  La  droite  I  est  à  tinjini.  On  a 


ei  l'on  trouve  la  relation 


Ainsi  dans  ce  cas  le  rapport  des  aires  de  deux  tfiaiigles  et 
parconsécjueDt  de  deux  figures  homologues  est  coustant. 
L'uue  des  figures  est  en  efTet  la  projectioD'de  l'autre. 

7.  En  comparant  les  relations  (I),  (II),  (III)  on  arrive 
à  difTérentcs  espressions  de  l'aire  d'un  triangle.  Ainsi  les 
relations  (I)  et  (III)  conduiseut  à  ce  .théorème  : 

Si  les  côtés  A,  B,  C  d'un  triangle  abc  sont  coupes  res- 
pectivenfent  en  des  points  a,,  b,,  c,  par  une  transversale 
arbitraire,  et  que  ton  désigne  par  a,  ^,  y  les  distances 
dts  sommets  a,  b,  c  lï  cette  transversale.  Faire  S  du 
triangle  sera  donnée  par  la  relation 

"'  «'  7' 

applications. 

8.  Un  polygone  a',b',c',  d', . . .  ,f' étaot  trace  dans 
la  première  figure,  joignons  un  point  arbitraire  o'  à  tous 
■es  sommets.  L'aire  S'  de  ce  polygone  est  donnée  pr  la 
relation 

S'  =  «'^'»'-HÔVy  +  c'(fo'+...M-/'<i'<.'. 

Dans  la  figure  homograpliîquc  nous  avons  un  polygone 
a,  b,e,  d,..  .,/et  un  point  o.  D'après  la  relation  (I)nous 
«nrons  i 


.  de  Maihfmnr,  1.  XVIt.  (OclobrB  .3M. 
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a,  ^,7,..,,  t>)  désignant  les  distances  des  sommets  a,  fr,c,, 
et  du  point  o  à  la  droite  I. 
De  là  résulte  ce  théorème  : 

Si  Fon  décompose  un  polygone  en  triangles,  en  joi- 
gnant ses  sommets  à  un  point  arbitraire  de  son  plan.  Ut 
somme  de  ces  triangles,  divùés  respectivement  par  le 
produit  des  distances  de  leurs  sommets  à  une  droite  fixe, 
est  une  quantité  constante. 

Le  point  arbkrairc  peut  être  à  l'inGni;  si  l'on  appelle 
"m  ^ii  ^t>  •^i)*--  1^>  points  d'intersection  de  la  droite 
fîxel  par  des  droites  menées  par  les  sommets  a,h^Cyd,..., 
parallèlement  à  une  direcliou  arbitraire,  on  aura,  d'après 
la  relation  (U), 

Ou  a  donc  ce  théorème  : 

Un  polygone  étant  donné  ainsi  qàune  droite,  si  ton 
projette  les  côtés  de  ce  polygone  su/'  la  droite  au  moyen 
de  parallèles  à  une  direction  arbitraire,  la  somme  des 
projections  des  côtés,  divisées  respectivement  par  le  pro- 
duit des  distances  de  leurs  extrémités  à  la  droite  fixe,  est 
une  quantité  constante. 


SIR  LA  RKSOLVTiON  DES  Éffti&TIONS  W  01I4TRIÈKI  BKGRfi-, 

P*»  M.   V.-A.  LEBESGUE. 


i.  Il  y  a  bien  des  moyens  de  ramener  la  résolntioD 
d'une  ^nation  du  quainème  degré  à  celle  d'une  autre 
ûjuatjpii  d\i  troisième.  Le  phis  simple  parait  le  suivani. 
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On  a  identiquement 

sî  donc  oQ  pose 

ouhien 

<■)  •'+VJ'  +  (;'-4')l-j'=o, 

le[K>Iyii6mei'  +  px'H-çx+rdBvieDdra 

égalanl  chaque  fadeur  i  z,iro,  on  IrouTera  les  aualre 


V  ^» 

Comme  l'équation  en  9  a  toujours  une  racine  réelle  posi- 
tive, on  a  les  quatre  racines  sans  ambiguïté  sous  forme 
réelle  ou  sous  forme  imaginaire  «  +  j3  \/^r7. 

2.  On  peut  aussi,  d'après  la  méthode  d'Enler  (AU 
ch.  i5),  poser  °" 

Faisant  disparaître  les  radicaux  et  identifiant  a 


**  +  px'  -t-  î*  +  r  =  o 
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en  trouve  sans  difTiculté 

Bi  +  e, + e,  =  —  2/j,    e,  i,  +  e,  e,,  +■  9,  e, 

f  où  U  même  rÀIuite  ea  9. 

Sï  l'on  mettait  V^+  ^sous  la  fonne 


V'VÔr+ ^J*  =  V'8. -t- 8. + »  V^- V^ = U  —  2/"  -  e.- i?, 

on  retrouverait  les  foi-mnles  précMentes.  Les  signes  dn 
radicaux  dans  la  valeur  de  »x  soQt  déterminés  par  l'éqoa- 
tioD 

Coiqme  on  a  employé  l'équation 

e,.e,.6.=î% 

la  réduite  (i)  appartient  à  Téquation  double 

x*  +  px*±qx -i- r  =s  o. 
L'^uation 

présente  en  effet  huit  valeurs,  dont  quatre  appartiennnl 
^l'équation 

«l  les  quatre  autres  i  Téquatiou  i 

«*  +  fx'  —  î«  -h  r  =  o. 
3.  En  modifiant  la  métliode  d'Euler,  on  aurait  pn  poser 

et  déterminer  m,  n  de  manière  à  obtenir  une  réduite  du 


bvGoog[c 


(389)  . 
Uoisîime  degré  sans  second  ternie,  qui  «'est  présentée  i 

MM.  Cayley  {*),  Hesse,  Hcnnite,  Aronliold  et  k  d'auM«3 
peat-étre. 

Prenons  I '^nation 

«x*  +  4  6**  +  6c*' +  4  <*«  +  '  —  o  ; 
«n  posant 

il  Tiendra 

Soit  donc 

j- ==  ^ÂïT+B  +  ^ÂïTTb  +  v'ÂV+B  =  V,  +  V.  +  V„ 

^1)  ''ti  ^)  étant  les  trois  racines  de  l'équation 

1«  +  Q1  — Bs=o, 
M  qui  suppose 

A  et  B  devront  être  déterminés  convenablement. 
On«d'«bord,àcausede>i+l,-Hl,=o,y=V,+V,4-V„ 
j-'  — 3B=a{V.V,+-V,V,  +  V,V,). 
Carrant  de  nouveau 

j4„6B7'+9B'  =  4(v;v;-t-v;v;-(-v;vî),+8v,v,v,/: 

or,  substituant  les  valeurs  des  V,  on  a 

v;  v; + v;  v;  +  v;  v;  =  A'Q  +  3B'  ; 

donc 

^_6B^  — BV.V.V.r  — (3B'+4A'Q)=D. 

{*)  Arthur  CajIvT,  iTMat,  né  k  IUchnMiid(!jurrey},  le  iC  aiât  iSai. 
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De  U ,  comparaut  cette  dernière  équation  avec  l'équa- 
tion (a),  on  obtient 

a'(^bd  —  ae  —  3e')^ 


(a)  B  =  6'-«,     Q  =  - 

_  ^bd'—ae  —  3c' 


4A' 

a  peut  donc  faire 


V,V,V,  =  v'A'R-t-A'I 

l'équation 


donnera 

ad"  +  #é'  +  «•  —  aee  —  a  fcd 
E  = j ; 

de  li  l'équation 

4I' — (ae— 4^''+3tf')H-i»ee+  ^bed  —  ad'~eb'  —  e'=o: 

c'eat  l'équation 

4e»_ie  4-1  =  0, 

de  MM.  Hermite  et  Cayley  ;  en  changeant  le  signe,  on  a 
l'équation 

4  =  0, 

de  M.  Aronhold  (*).  Suit  la  traduction  d'une  noie  mise 
à  ce  sujet  par  ce  géonlètre  dans  le  tome  LU  du  Journal  Je 
Crelle. 


(*)  Siegfried- Henri ,  professeur  de  mathématlquot  à  l'école  d'*n 
Ikire  de  [lorliD.  fié  a  Aneerburg  (Prusse  orientale)  cd  1819. 
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Sll  U  RiSOLinON  DES  ÉPATIONS  BiQUASRATIQIiKS , 

Pta  M.  u  D^  S.  ABONHOLD,   du  Beblin. 

Si  l'on  représeote  r^aaiion  donnée  par 

ax'  -i-  ^bje'  +  Gex^  +  ^dx  +  e  =  o, 
«I  que  i'oD  calcul»  les  détermîaapts 

Id,  *,      c  +  îl  I 

^ors  A  :=  o  est  une  équation  cubique  de  la  forme 

qui,  manquant  du  second  terme,  pourra  être  résolue  di- 
rectement par  U  rigle  de  Cardan,  ^iem 

m,'  m.'  m. 

les  valeurs  du  second  déterminaot  pour  les  trois  racines 
de  Féquation  A  =  o,  ou  aura 

,„  .=:[-..v/(i',-v^i):wi:j- 

oùles  signes  correspondants  doivent  être  tels,  que  le  pro- 
duit soit  positif. 

On  a  encore  plus  généralement ,  pour  des  valeurs  quel- 
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conques  de  |  et  <ie  17, 


!"*i)f* 

t)U--H. 

^-t-Oi' 

-y/mr 

'&)} 

■-C^),r- 

-m^' 

-G?),'' 

-s/m.'- 

-m} 

•-(5?).-- 

-m.< 

-c^).-- 

d'où  l'on  tire  la  valeur  précédente  de  x  en  faisant  {  =:  i» 

)]  =  0',  pour  1  =  0,  »=  I, on  obtiendrait  — 

Les  déterminants  doivent  toujours  èire  calculés  de  ma- 
nière  que  le  (erme  provenant  de  la  diagonale  de  gauche 
à  droite  soit  pris  négativement. 

Note  du  Traducteur.  Comme 
~  =  «i  +  i 


la  formule  (1)  est  véritice  par  ce  qui  précède.  La  dé- 
monstration de  la  formule  (2)  e?[ige  quelques  explica- 
tions qui  pourront  être  données  dans  un  autre  article. 
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SOLUTISKS  Mi  011BST19NS  440  ST  442 


PtB  H.  P.  DE  VIRIED, 

K4e«i>l  k  Staïunr. 


Les  deux  idenlités  proposées  peuvent  se  d^uire  d'itiie 
même  formule  qui  peut  servir  à  en  trouver  une  infinité 
d'autres. 

Soient  X  une  variable  positive  entière  qui  peut  être 
nuUej  Pj,  une  fonction  déterminée  de  cette  variable^  t, 
n  des  nombres  entiers  positifs  ^  en  ajoutant  membre  à 
membre  les  n  identités  suivantes  : 


P. 

1 

p*+. 

"pTT^ 

p. 

p^ 

■p,+i 
,+. — P.+, 

.>__ 

^ 

_p,^. 

.— p*^._, 

P,+^,         P,+.  P,+._,P,^J, 

OU  a  l'identité 

ai  P,^-P^^yP>..-P^.-. 

^  '  p.P»+.      ■^  Pi+,_,p„j  ' 

cnposaut  successivement 

P,  =  a, +  «,+...  -i-  «„ 
P,=  iaiijî(ff,  +  fl,+...M-fl,), 
P,  =  COI  (a.  +  fl,  +  .  .  .  +  n.), 
P,  =  log  (fl,  +  /r,  +  .  .  .  +  a.). 
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(3) 


(4) 


(394) 
(«.  +  ...  +  <,,)(«,  +  . ..+  «,„) 

I  »in  (flj+i  +  -  ■  .-^-ai-Hi) 

2  5ip  gJ^■i 

sin  {a,  -I- , . .  -+-  OM-i-i  )  "o  {«•  +.  ■ .  +  "^tif 

\  cos{a,4-...-l-(7,)cos(fl.  +  ...  +  a^^,} 

log  (  a, -l- . . .  +  a.)  log  (  (?,  + . . . -h  a,^  ) 

^  U.H-...+  fl,^J . 

log(a.-*-...-t-a»w-,)log(fl.  +  .--  +  a«^' 


en  posant  x=:  o  dans  (i)  et  (a),  on  a  les  idéalités  pro- 
posées dans  les  questions  440,  442. 

L'ënoacé  de  la  question  440  renferme  une  faute  d'im- 
pression ;  le  premier  facteur  du  dénominateur  doit  être  a», 
et  non  a„  daos  le  premier  membre. 

Ifote,  M.  Delesirée,  élève  an  lycée  Saint-Louis,  a 
donné  une  bonne  solution  particulière  de  la  question  4^, 
ainsi  que  M.  G.  Andanson,  candidate  la  Licence,  à  Lyon. 
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«UESTIOK  D'BXAMEN  (ÉCOLE  NAVAU). 


Déterminer  les  valeurs  numériques  des  trois  côtés 
d'un  triangle  rectiligne  tel,  que  ses  trois  côtés  at  sa  sur- 
face soient  quatre  termes  consécutifs  d^une  progression 
arithmétique  ayant  pour  raison  tunité. 

Soient  x—~\,x,  x  + 1 ,  j: 4-  3  les  trois  c6t«s  et  la  sur- 
face du  triangle  chercbé.  Le  demî^périmètre  sera  —  i  et 

la  formule  qui  sen  à  exprimer  la  surface  en  fonction  des 
rôles  donnera 


=^v^ 


(1) 


-shW- 


U  est  évident  que  .l'équation  (i)  admet  pour  racin 
nombre  4> 

Pour  toute  valeur  de  x  plus  grande  que  4*  on  a 

»  +  |<3, 
Pour  toute  valeur  positive  de  x  plus  petite  que  4i  ' 


v/Kf 
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imaginaire. 

Donc,  l'équalion  (i)  n'admet  poor  racine  positive  que 
le  nombre  4- 

Par  conséqaeat,  tes  nombres  3,  4>  ^i  ^  sontles  valears 
des  trois  côtés  et  de  la  sarface  du  triangle  demandé. 

Noie.  C'est  encore  là  une  ancienne  question  proposée, 
plusieurs  fois,  dans  les  concours  d'admission  i  l'Ecole 
Polytecbniquc.  Elle  n'a  pas  été,  d'abord,  résolue  sponta- 
nément; mais,  au  concours  de  l'année  suivante,  plusieurs 
candidats,  en  la  traitant,  ont  fait  preuve  de  spoitonéi'I^  : 
cç  qui  leur  a  été  très-utile.  G. 


SOLIITIOX  6B  U  QUESTION  316 


Pàk  m.  CQANSOIl, 
El èia  du  lycée  de  Versailles  (cluM  de  H.  Vinnaon). 


Etant  donnée  la  progression  arithmétique 

fl,     a  +  ï-,     a-t-  2r a -\- nr 

dans  laquelle  a  et  r  sont  premiers  entre  eux,  faire  voir 
qu'on  peut  y  trouver  un  nombre  illimité  de  termes  pre- 
miers avec  un  nombre  donné  quelconque  A. 

Cela  revient  à  dire  qu'on  peut  choisir  n  d'une  infinité 
de  manières  de  sorte  que  a-\-nr  soit  premier  avec  A. 

Pour  cela ,  je  dislingue  trois  cas  : 

1°.  Celui  où  A  est  premier  &  la  fois  avec  a  et  /'. 

Soit 

A  =  **■*'■<*'; 
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je  n'ai  qu'à  poser 

y,  z,  u  pouvant  d'aillcars  varier  d'une  infînité  de  ma- 
nières. Je  dis  que  A  sera  premier  avec  a+  n;';  car  si  un 
facieur  premier  de  A  divisait  la  sonune  a  +  nr  comme  il 
divise  une  de  ses  parties  nr  (car  n  renferme  par  hypo- 
thèse tous  les  facteurs  premiers  de  A),  il  diviserait  l'autre 
partie  iT,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse,  n  éunt  premier 
avec  a. 

9**,  A  est  premier  avec  un  des  nombres  a  et  r  seule- 
ment ,  avec  a  par  exemple. 

Soient 

r=  «"V, . . . ,     A  =  «""p^'.  . .  è*  c^rf*, . .  .  ; 
je  n'ai  qu'à  prendre 

c'est-à-dire  ^al  au  produit  de  tous  les  facteurs  premiei» 
de  A  qui  n'entreut  pas  dans  r  avec  des  exposants  quel- 
conques. Il  est  clair  alors  que  A  sera  premier  avec  a -l-nr; 
car  si  a  ou  un  facteur  analogue  (c'est-à-dire  un  des  (Ac- 
teurs qui  entrent  dans  r)  divisait  <i  -t-  nr  divisant  nr,  il 
devrait  diviser  a,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse,  parce  que 
a  est  supposé  premier  avecr.  Si  c'était  un  des  facteurs 
b,  cqui  n'entrent  pas  dans  /"qui  divisât  a-f-  nr,  on  ar- 
riverait à  la  même  absurdité. 

Si  A  était  premier  avec  r  seulement,  on  raisonnerait 
de  la  raéme  façon. 

Passant  donc  au  troisièmecas,  c'est-à-dire  à  celui  où  A 
n'est  premier  ni  avec  a  ta  avec  r,  alors  si 

i-^«"'p^',..  .,  a^-i'  i'' ,...,  «l  A  =  Bf...7*...6''c'..., 
je  choisis 

Yf  t  pouvant  £tic  quelconques.  Jo  démontrerai  comme 
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préc&lemmeut  qu'au(;un  facteur  de  A  ne  peut  divista- 
a  +  nr;  car  n  ayant  éié  choisi  de  la  manière  indiquée,  ce 
facteur  diviserait  une  des  parties  de  la  somme,  et,  par 
suite,  diviserait  l'autre,  ce  qui  conduirait  à  une  absur- 
dité. 

Noie  du  Rédacteur.  Dans  les  cas  deuxième  et  troisième, 
quand  A  n'aura  pas  d'autres  facteurs  premiers  que  ceus 
qui  entrent  dans  a  et  r,  on  aura  n=i,  mais  quand 
a~t-ar  est  premier  k  A,  a-f- («  + AA)  r  l'est  égale- 
ment ;  il  y  a  donc  encore  dans  a  +  nr  une  itifirûté  de 
nombres  premiers  à  A.. 

L'avantage  de  la  démonstration  précédente  est  de  ne 
pas  supposer  la  résolution  de  l'équation  indéterminée  du 
premier  degré  ik  deux  inconnues.  Jacobi ,  dans  l'introdnc- 
tion  de  son  Canon  aritkmeticus,  indique  une  démoaslra- 
tîon  qui  suppose  cette  résolution ,  et  qui  peut  donner 
l'expression  générale  des  valeurs  de  n  qui  rendent  a-\-nr^ 
premier  au  nombre  A. 

On  y  lit  : 

«  Observa  si  A  ^ï  B  inler  se  primi  sint,  semper  e^ci 
passe  addenda  ipsi  A  mulfiplum  tpsius  B  ut  pradeat  nn- 
merus  ad  alium  quendibet  C  primas.  Sit  enim  B'  factor 
maximus  ipsius  C  ad  B  primus  sive— ,  factor  maxîmut 
communis  ipsorum  B  et  C  ideoque  primus  ad  numéros  A, 
A  +  aB;  erit  A  +  kB  ad  C  primus,  si  ad  B' primus  est; 
sub  forma  autem  A  4-  a  B  pro  divcrsîs  ipsius  ce  valoribus 
coutinentur  numeri,  qui  respecta  moduli  B'  ad  B  primi 
residua  quscunque  placct  relinquunt  \  inde  etiam  forma 
A  +  aB  continet  numéros  ad  B'primos,  q.  d.  e. 

U  y  a  ici  omission  ou  erreur  de  copie. 

Soient  ■*     i 

B  =  «"4'<'.  .,x//..    , 
C  =  «"'6''/...Xr'/..., 
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$  étant  premiers,  on  aui'a 


qai  n'est  pas  le  plua  grand  commun  diviseur  de  C  et  B, 
maïs  bien  un  multiple  de  ce  plus  grand  commun  divi- 
■eur. 


SOUITIIN  elMtTRWiE  K  lA  QUESTION  1»6 

(nlri.xiv,*.in)i 

P*«  M.  DE  JONQUIÈRES. 
LieuleniDt  de  Tshxuiu. 


La  question  peut  s'exprimer  ainsi  : 

Etant  donnés  sur  un  plan  deux  systèmes  de  sept 
points  gui  se  correspondent  un  à  un,  trouver  dans  ce 
plan  deux  points  P,  P'  tels,  que  si  on  les  joint  aux 
points  donnés,  respectivement,  les  deux  faisceaux  ré- 
sultants soient  homographiques. 

Celte  question  est  déterminée ,  car  ellecomporte  quatre 
conditions,  saroir  que  les  quatre  rapports  anharmoni- 
ques 

P(flfed),     9{abee),     9{abtf),     V[abcg) 

soient  ^gaux  respectivement  aux  quatre  rapports  anhar- 
moniques 

P'Co'ftVd'),    V^a'b'c'e),    V^a'b'i^f'),    Vl.n'bW^), 

et  il  faut  précisément  quatre  éléments  pour  déterminer 
deux  points,  par  exemple  leurs  distances  à  deux  a?(cï 
fixes,  telles  que  leurs  coordonnées  x ,  y. 
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S!  les  Jeux  sysièmes  se  com]>osoiiL  de  six  poiiiis  cha- 
cun ,  au  Heu  de  sepl ,  la  question  est  in/fétermincr,  puis- 
qu'elle ne  comporte  que  trois  conditions.  D'ailleurs  on  ne 
peut  pa's  prendre  arbitrairement  un  point  P.  Donc  une 
infînité  de  points  satisfont  à  la  question ,  et  ils  sont  dis- 
tribués sur  un  lieu  géométrique  qu'il  s'agit  de  déter- 
miner. 

Celte  détermination  entraînera  évidemment  la  solution 
complète  du  pi-oblème  proposé ,  et  par  conséquent  elle 
cousiitue  la  seule  difficulté  qu'il  présente.  En  efTet,  si  ces 
lieux  géométriques,  relatifs  aux  systèmes  a,  h  ^c,tl,e,f 
et  a',  b',  c\  d',  e',  J',  sont  deux  courbes  U  et  U'  et  sont 
deux  auti'es  courbes  V,  V  relativement  aux  systèmes  a, 
b  ,c^d,e^  g  ex.  a'f  b'  c',  d',  e',  g',  il  est  clair  que  les 
points  communs  aux  courbes  U  et  V,  et  les  poini5  com- 
muns aux  courbes  U'  et  V,  seront  précisément  ceux  qui 
résolvent  la  question. 

Les  raisonnements  étant  identiques  pour  chacune  de 
ces  quatre  courbes ,  il  suISt  de  s'occu|H:r  de  la  courbe  U. 

Je  dis  qu'elle  passe  par  les  six  points  a,  b,c  ^d,  e,f, 
ei  qu'elle  n'a  pas  de  points  multiples  en  ces  points.  Car 
ai  l'on  suppose  le  point  P  eu  a,  par  exemple,  et  qu'on 
détermine  le  point  P'  tel,  que  le  faisceau  P'  {b'c'd'e'f) 
soit  homographique  au  faisceau  P[bcde/),  lequel  point 
a  toujours,  comme  on  sait,  une  position  et  une  seule; 
comme  la  direction  de  la  droite  Pa  est  iudéterminée ,  on 
peut  dire  que  le  point  P  satisfait  à  la  question  que  le 
faisceau  V(abcdef)  soit  homographique  au  faisceau. 
V  [a'b' c' d' e'J"');  ce  qui  prouve  que  la  courbe  cher- 
chée passe  par  le  point  P,  qui  eat  ici  le  point  a;  et  elle 
n'y  passe  qu'une  fois,  c'est-à-dire  qu'elle  n'a  pas  de  point 
multiple  en  cepoint,  parce  qu'il  n'existe  qu'une  seule  pc^ 
silion  correspondautc  du  point  P'. 

Cela  posi-,  je  vais  démontrer  qu'une  conique  quelcou- 
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qne  C ,  menée  par  les  quatre  points  a,  b,  c ,  d,  ne  peut 
rencontrer  la  courW cherchée  qu'en  deux  points  autres 
que  ces  quatre  là ,  ce  qui  suffira  pour  prouver  que  cette 
courbe  est  du  troisième  ordre. 

Soit  C  la  conique  homographiqiie  passant  par  les 
quatre  points  a',  h',  c',  d',  c'est-à-dire  la  conique  qui  est 
capable  du  mètae  rapport  anharmonique  qne  C ,  ou  qui 
sous-tand  le  même  rapport  que  C,  Deux  points  fixes  O , 
0',  pris  sur  ces  deux  couii»es  respectivement,  donnent 
lieu  à  deux,  rapports  anharmoniques  égaux 

O(flÈcd),     0'{a'b'f^-d'). 

Qu'on  prenne  sur  la  seconde  un  point  P'  arbitraircmeut; 
il  lui  correspond  sur  la  première  un  point  P,  et  un  seul , 
tel  qne  le  rapport  anharnionique  V  (abce)  est  ëgal  au 
rapport  aubarmonique  P  (a' b' c' e')  ;  et  réciproque- 
ment, un  point  P  étant  pris  sur  la  première  conique,  il 
lui  correspond  sur  la  seconde  un  seul  point  P'  tel ,  que 
les  deux  rapports  anbartuoniques  soient  ^aux.  Donc  les 
deux  droites  OP  et  O'  P'  tournant  autour  des  deux  points 
fixes  O,  O'  se  correspondent  anharmoni<fuem<:nt.  Que 
l'on  considère  maintenant  le  rapport  anbarmoniquc 
P*  {a'  b'  (ff)  ;  il  correspondra  au  point  P'  un  point  P,  sur 
la  conique  C  tel ,  que  le  rapport  anharmonique  P,  {nbcf) 
sera  égal  à  P'  (o'  b'c'J') ,  et  ta  droite  OP,  correspondra 
anharmoniqucmenl  à  la  droite  O'  P',  Donc  les  deux  droi- 
tesOPetOP|Secorrespondentanharmoniquement,  c'est- 
A'-dirc  qu'elles  forment  dcax  faisceaux  bomograpbiques. 
Ces  deux  faisceaux  ont  deux  rayons  doubles  {réels  ou 
imaginaires)  dont  chacun  détermine  ,  sur  la  conique  C, 
un  point  P  auquel  correspond,  sur  la  conique  C,  un  point 
P  tel ,  que  les  deux  rapports  anharmoniques 

P'(fl'A'c'c')     et     P'(fl'ft'c'/') 

A^a,  JrXaihfmal  .  1.  WII.  (Novonibro  i3M.)  3<i 
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sont  4%aux  respectivcmeat  aux  deax  rapports  anhanno- 
uiques 

V{abre)    et    ^{abcf). 

Le  point  P  appartient  donc  à  la  courbe  cherchée.  Et 
comme  il  n'existe  que  deux  rayons  doubles,  il  n'existe  ausgi 
que  deux  points  semblables.  Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Donc  la  courbe  U,  lieu  des  points  P ,  est  du  troisième 
ordre,  et  il  en  est  de  même  de  la  courbe  U',  lieu  des 
points  P'. 

La  démonstration  qui  précède  fait  voir  comment  on 
pourra  se  procurer  un  nombre  de  points  suffisants  ponr 
construire  ces  courbes ,  et  elle  montre  aussi  de  quelle  ma- 
nière leurs  points  respectifs  se  conjuguent  deux  à  deui 
pour  satisfaire  aux  conditions  du  problème.  On  connaît 
déjà  six  points  de  chacune  d'elles  :  ce  sont  les  six  points 
donnés  dans  chaque  système,  et  il  est  d'ailleurs  à  peu  près 
inutile  de  remarquer  que  si  le  point  P  est  placé  en  l'un 
quelconque  a  des  points  du  premier  système,  le  point 
conjugué  P'  ne  se  trouve  pas  en  a'  généralement. 

Les  courbes  V  et  V  sont  également  des  courbes  du  troi- 
sième ordre  passant  respectiTCment  par  les  six  points  a, 
i,  c,<i,  e,gct  «',  h',c',  d',  e',  g'. 

Les  courbes  U  et  V,  ayant  en  commun  les  cinq  points 
a,bfC,  tl,e  se  coupent  en  quatre  autres  points  p,  t/,  r, 
s,  et  les  courbes  U' et  V  se  coupent  aussi  en  quatre  points 
p',  ç',  r',  s'  autres  que  a',  &',  c',  d',  e'.  Les  quatre  pre- 
miers sont  les  points  P  et  les  quatre  autres  sont  les  points 
P',  qui  satisfont  à  l'énoncé  du  problème  généra) ,  lequel 
admet  ainsi  quatre  solutions,  qui  peuvent  d'ailleurs  être, 
en  tout  ou  en  partie>  réelles  ou  imaginaires,  celles-ci 
marchant  toujours  par  couples  comme  de  raison. 

Quant  à  la  rnnslruclion  des  points  p,  q,  etc.,  elle  s'ef- 
fccint!  ^éonréli  fçuement,  d'une  manière  très-simple,  sant 
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exiger  le  tracé  des  cuurbes  du  troisième  ordre  qui  sont 
seulement  déterminées  par  neuf  de  leurs  points  respecti- 
vement. Mais  je  n'entrerai  pas  ici  dans  le  détait  de  csttc 
question  accessoire,  qui  est  résolue  complètement  dans 
l'ouvrage  que  j'ai  publié  sous  le  titre  de  Mélanges  de 
Géométrie  pure,  cliap.  IV ,  n*  41 . 

Mais  les  quatre  points  d'intersection  p,  g,  r,  s  de  ces 
deux  courbes  ne  peuvent  pas  satisfaire  tous  les  quatre  à 
la  question,  et  par  conséquent  il  y  en  a  au  moins  un  qui 
lui  est  étranger.  Car  s'ils  Satisfaisaient  tous  les  quatre, 
une  troisième  courbe,  construite  avec  les  six  points  a,  b, 
c,  à,  J",  g,  passerait  aussi  par  ces  quatre  points.  Cette 
courbe  et  les  denx  premières,  auraient  donc  huit  pointH 
communs,  savoir,  a,  &,  c,  d  et  las  quatre  p,  ^ ,  r,  s.  Par 
conséquent  les  trois  courbes  passeraient  par  un  même 
neuvième  point.  Ce  point  Mirait  e  à  IVgard  des  deux  pre- 
mières courbes, /"à  l'égacd  de  la  première  ei  de  la  troi- 
sième, et  ^à  l'égard  de  la  deuxième  et  de  la  troisième. 
Résultat  impossible.  Donc  le  problème  proposé  n'admet 
que  trois  solutions,  ainù  que  M.  Cliaslss  l'a  annonré 
Jans  les  Nouyefles  jinnaîes  de  Mathématiques. 


APPLICATION  BE   LA  NOGVBLLit  ANALYSE  AUX  SURFACES 
N  %Wm  ÛRBRE 


Pab  m.  PAINVIN, 


a(i.. 


8.  Soit  l'équation  géucrale   des   surfaces   du   second 

bGooglt' 


{  4o4) 


.  ,   1  <ïii  J;î  +  0« ^',+1)1  *î+a„*J  +  2(I„«,j:,4-2il,i «,*,[_ 

J'admets  d'aliord  que  cette  équation  renferme  le  carré 
d'ane  au  moins  des  variables  Xi,  x%,  x^,  de  x],  par 
exemple,  et  qa'on  ait  rendu  positif  le  coefficient  a„  du 
carré  restant  j  c'est  cette  lettre  qu'on  devra  placer  an 
sommet  de  gauche  du  descrimtnant  A. 

Puisque  (I,,  n'est  pas  nul,  on  peut  ordonner  l'éqaa- 
tion  (I)  par  rapport  à  la  variable  x,,  et  la  mettre  sons 
la  forme  suivante  : 

+  (1,1  Oi,  —  «;.)  -r;   +  {ii,  a„  —  a\]  x]  |_ 
4-2(<iiifl«— a„«„)a;,*,+  a{a,\  «M— ar.«n) 


■>• 


.j .    ix;  +p„xi  -*-/>«*;  +/»»«;  —  2/-..«,,r,— a/-,,*,*. 

\        —3r„x,x,  =  o, 

en  ayant  égard  aux  formules  (4)  et  en  posant 

Xi  =  aii2,  +  a„Xi  +  a,tx,-h  a„Xt. 

Les  hypothèses  distinctes  qu'il  faudra  faire  pour  élud- 
der  complètement  tous  les  cas  possibles  sont  an  nombre 
de  quatre  ;  nous  allons  les  parcourir  successivement. 

Première  hypothèse. 


9.  On  pourra  alors  continuer  la  décomposition  en  oi^ 
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donnant  par  rapport  à  la  variable  Xt,  ce  qui  donueia 

p«  "  pu 


après  avoir  posé  {voir  les  formules  4) 

tfi  _      d'à  iPà         ^      d»i 

Ja,]  da,,     '        Ha,,  duu     '       da„  da,,    '       da^  <i*'n    '  * 

on,  en  faisant  uaage  des  relations  (7)  et  (9), 

x;  +/»«  xj  +  ^1^ x\  -  2 î^ii^x.;r.  -h "iii^x:  =  o, 

Pk       '  P»  Pu       ' 

Le  déterminant  <},.  ou  —, —  est  un  invariant;  cette  ex- 

pression  jouit  de  la  propriété  caractéristique  de  se  repro- 
duire, quelle  que  soit  la  transformation  de  coordonnées 
uni-n»odulaire  que  l'on  fasse -subir  à  l'équation  (I). 

10.   Supposons  que  l'invariant  — —  soit   différent  de 

zéro^  on  pourra  encore  continuer  la  décomposition  par 
rapport  à  la  variable  x,,  et  l'on  obtiendra 

pu        '       pu  iu 

après  avoir  posé  (  voir  les  formules  a) 

—  X  ——      _  "^^ 
dou  dù„  da^ 

Si  enfin  l'on  a  égard  à  la  première  des  relations  (5),  on 

sera  conduit  à  la  forme  définitive 

du 

""■  ^"dou  „,       a„à    , 

I =- — XJ  +  ~;—jrl  =  o. 

rffli.  i/û„  dti,, 
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On   conclura  donc,  dans   l'hjpoibèae   actuelle,  que 

lorsque  l'/ni'anawt  y— est  différent  de  zéro,  l'équation  {}) 

représente,  des  siufiices  à  centre  unique  (théorème  n"  2). 
Les  coordonnées  du  centre  seront  dona^  par  les  équa- 
tions 

X,  =  o,     X,  =  o,     X,  =  o. 

Pour  discuter  l'équation  (IV)  je  distinguerai  deux  cas. 

,,.  il&       ,    ,.  tfit 

Premieh  c*s.  L  invanani  ~ — et  le detentunant r~ 

oa,,  aa„tu„ 

étant  tous  deux  positifs,  on  voit  que  l'équatîoD  (IV)  ap- 
partient au  genre  ellipsoïde,  et  que 

Si     A  <[[  o,     OD  a  un  «Ilipsuide  réd  ; 

Si     i  =o,     on  a  un  point  ; 

Si     d]>o,    on  a  unellipaoVleiniai^inaiK. 

et  n'étant  pas  positif  en  même  temps  que  le  détermi- 
1  l'équation  (IV)  appartient  au  genre  hyper- 


do 

■^""i"'"""'" 

,*pj.-..i=ui  a 

boloïde. 

Avec  A  >  o,  on  aura  à  c 

Dnsidërer  : 

,-. 

^>°  '■■ 

,:„,,„id. 

iiiic  les  alternances 

désignes 

-«-     — 

-     +i 

2", 

,l„,.  A.„  ^    ' 

cciuid, 

mil'  les  ^ilk-i'iiancu 

designo» 
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',T«' 


da„  tla„  dou 

a  qui  donne  les  alternances  de  signes 


on  reconnaît  dans  ces  différents  cas  l'hyperboloïdc  à  une 
nappe. 

Avec  A  <^  o,  on  aura  à  considérer  : 

'"■  da„  ^°     "     dâ^Tdâ^,         ' 

ce  qui  donne  les  alternances  de  signes 


ce  qui  donne  les  alternances  de  signes 


ce  qui  donne  les  alternances  de  signes 


on  reconnaît  l'hyperboloïde  à  deux  nappes. 
Enfin,  avec  À  =  o,  on  aura  à  considérer 


ce  qui  donne  les  allcruanrcs  de  slgm 

+     —     — ■; 
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e  (]uî  donne  les  allcrtiaiices  de  sigues 


da„  da,,  da^ 

ec  (]ui  donne  li-s  alternances  Ak  signes 

ou  reconnaît  le  c6ne. 
Donc,  en  résumé, 

Si     A  <[  o,     on  a  un  hypcrboloïile  ù  deux  nappa  i 

Si     A  ^  o,    on  a  Hn  cône  ; 

Si     A  ^  o,     on  a  un  hyperboloide  à  une  nappe. 

1 1 .  Supposons  maintenani  que  l'invariant  •-—  stut  nul. 
Il  faut  remonter  à  l'équaiion   (III),  et  y  iolniduire 
riiypotlièse  - —  =  ^^^^o■,  elle  devient  alors 


On  conclura  donc,   dans   l'hypothèse  actuelle,    que 

lorsque  rmi'an'«n(^ — est  nui,  l'étfuation  (I)  représente 

(les  swfaacs  dénuées  rie  centre  ou  possédant  une  infinité 
de  ce/ltres  (n"  2). 

Afin  de  d'i.sculer  IVquation  (V)  observons  que  la  piT- 
mièro  des  relalîon:^  (5)  (§  I"')  donne,  dans  le  «as  aviuc), 

il)  ip»  =  ~(s,.r, 
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ce  qui  moutre  que  A  et  ^,|  sont  de  signet  contraires,  et, 
eu  outre,  que  A  et  t},»  s'annulent  en  même  temps,  puis- 
qu'on suppose  pti  dïFTérentde  zéro. 
Je  distinguerai  encore  deux  cas. 

Pkemibk  cas.  L'invariant  -^ —  étant  nul,  et  le  discri- 

minant  A  différent  de  zéro,  l'équation  (V)  appartient  au 
genre  paraboloïde  ;  et  si 

A  <;b,  c'est-i  dire  pu^o,  on  a  un  paraboloïde  elliptique  ; 
A^o,  c'est-i-dire  pu'C.o,  onauu  paraboloïde  hyperbolique. 

Secoud  cas.   L'invariant  -,~  étant  nul  ainsi  que  le 
dttu  ' 

discriminant  A,   l'équation    (V)   appartient   au  genre 

cylindrique. 

On  voit,  en  effet,  parla  relation  (i),  quesi  û  =  o, 

ou    aura    tJ»  =  o,   et  réciproquement;  l'équation   (V) 

prendra  donc  la  forme 

[VI)      x:+;;-^x;-H»,.-^^:  =  o, 

da,idat,  rfi 


on  aura  un  cylindre  elliptique  imaginaire; 


dou  de,,  dnu 

on  aura  un  cylindre  elliptique  ; 

d'A  d&   . 

da„  da„  da,, 

on  aura  un  i^yliudrc  hyperbolique; 
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tia^da^,' 


on  aura  deux  plans  imaginaires  qui  se  coupent  ou  une 

droite  ; 

d'à.      ^  du 

SI  ~ — -r—  <  o     avec     ■-—  =  a, 

Haa  aa„  da,^ 

on  aura  deux  ptaos  qui  se  coupent. 

Seconiie  hypothèse. 

Le  déterminant  pu  ou  -j — -^ —  est  nul,  et  le  détermi- 

d'A  ,._.  , 

nant  p.,  ou ; —  est  atmrent  de  zéro. 

■^  da„  dn^,  •" 

13.  Dans  cette  hypothèse,  il  faut  avoir  reconrs  i.l'^ua- 
tioB  (Q)j  qui  devient  alors  : 

XJ  +  Pu  ■^'i  +  Pli  ^\  —  lri,x,x,  —  ïrig^tT,  —  2r, ,  j-,  j,  =:  0- 

Lc  coefficient  p^^  élaut  difTérent  de  zéro,  on  pourra 
ordonner  par  rapport  ^  la  variahle  x^  et  mettre  l'équatioii 
sous  cetie  forme 


après  avoir  posé  (voir  les  formules  4) 

'l'A  _      d-i  rf-A  d'à 

•la„da,i  danda,i  da^tdau  daudon 

ei  nutiii,  en  ayant  éf;ard  aux  relations  (  7)  et  (y),  et  y 
ti-oduisani  l'hyjKiihàse  pu  ^  o,  on  trouvera 

(VU)  x;-H/.«x;  +  ^'^^'.-3'-^..,., -H^iiii..:: 

P»  P«  .  pu         ' 
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13.  Supposons  que  l'invariant  ^41  toit  difCfrent  du 
zéro;  on  pourra  encore  continuer  la  décomposition  par 
rapport  à  la  variable  Xx,  et  on  obtiendra 

/>..       '      Pu  3.. 

après  avoir  posé 

da„  <foi,    '       don'"' 

ou  en6n,  en  faisant  intervenir  la  seconde  des  relations  (5) , 

(viii)    x^  +  j^    x;+— ^x;  +  ^»;  =  o. 

da„  da,,  da^. 

Or  on  admet  ^«^o,  et  p,,  =  o;  la  première  des  rela- 
tions (7)  donne 

(>)  J.,  .„  =  -('„)'; 

d'où  il  résulte  que  -^ —  est  nécessaire  aient  négatif. 
Avec  A  >  o,  on  anra  à  considérer  : 

ce  qui  donne  le.s  alternances  de  signes 

du    ^  d'à       ^ 

d^,<''  •"'  A;;7rf;^<°' 

vc  qui  donne  les  alternances  de  sigofs 
on  reconnaît  l'hyper  bol  oïde  à  une  nappe. 
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Avec  A  <^  o,  OD  aura  h  considérer  : 


ce  qui  donne  les  alternances  de  signes 


Ali.  da„da,i 

6  qui  donne  le»  alternances  de  signes 


on  reconnaît  l'hyperboloïde  à  deux  nappes. 
Enfin  avec  ^=  o,  oa  aura  k  considérer  : 


ce  qui  donne  les  alternances  de  signes 


ce  qui  doune  les  alternances  de  signes 

ou  reconnaît  le  cAne. 

Celte  analyse  complète  le  résumé  correspondaui  au  se- 
cond cas  de  la  première  hypothèse  (10). 

14.  Supposons  maintenant  que  l'invariant  — —  soit 

nul.  Introduisant  cette  hypothèse  dans  l'éqiution  (VII). 
il  vient 

(IX)     x;-t-/»„x;-?.""^"j:,x,  +  ?^ar;=o. 
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Or  la  seconde  des  relations  (5)  donne,  puisqae  Jtt  =  a, 

(3)  A^,.= -(*„)', 

ce  qui  montre  qae  A  ei  pti  sont  de  signes  contraires ,  et, 
en  outre,  que  A  et  i^  s'annulent  en  ménje  temps,  puis- 
qu'on suppose  p%i  différent  de  zéro. 

Je  distinguerai  deux  cas, 

PasKiEE  cis.  Le  discriminant  A  est  dirent  de  zéro. 

Alors  J,(  est  différent  de  zéro,  et  on  voitque  si 

à'Co,  c'est  à-dire />ii^o,  oa  a  un  paraboloide  elliptique  ; 
A^o,  c'est-à-dire  pu*Co,  on •  un  paraboloide hyperbolique. 

Secohd  cas.   Le  discriminant  A  est  nul. 
Alors  ^iv^o,  et  réciproquement.  Dans  ce  cas,  l'équa- 
lion  (IX)  se  réduit  & 

'        '  '  ifa..  lia..         *  «/"A  ' 


Or  la  triple  hypothèse  (/»,t  =  o,  Jn  =  o,  5»»  =  o),  intro- 
duite dans  la  première  et  la  seconde  des  relations  (7), 
donne 
(4)  '■„=o,     et     *m(Ii,=  —  (r,,)'; 

puis  dans  la  seconde  des  relations  (9) 
r„/.„  =  o, 
ie/>i4estdifG£rentdezéro,  on  en  conclut  r,,  =  o. 


et  par  snite 

(5)  J„  =  o. 

La  distinction  des  différentes  espèces  de  surfaces  ne 
peut  donc  plus  se  fonder  sur  la  considération  des  détermi- 
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dOn  dOn  dan 

qui  sont  nob  loua  deux  ;  il  but  j  rabslttner  les  iéXjervÂ- 
n«ntft 

fPA  d^ 

da-a  da„  da,t 

L'équation  (X)  nous  conduira  aux  cODséquences  sui- 
vantes : 
Lorsque 

«Pi      _  d'A      ^  dA  _ 

da^da,,         '     da,,dai,  *•    '      da,i 


>o     .v„     — >o. 


on  a  un  cylindre  elliptique  imaginaire; 

SI  -7 — -—  >  o     avec     -7—  <  o, 
drr„  da„  da„ 

on  a  un  cylindre  elliptique; 

SI  -; — -j—  <  o    avec    ;;—  ?  o, 
on  a  un  cylindre  hyperbolique; 

d'à       ^  du. 

SI -T —  Z>  0     swc     -; —  =  o, 

da„  da„  dan 

on  a  deux  plans  imaginaires  qui  se  coupent  ; 

.      iPi  rf4  _ 

da,i  da,i  da„         '  ' 

ou  a  deux  plans  qui  se  coupent. 

Cette  étude  complitc  les  résuliats  établis  dans  la  pre- 
mière hypothèse  (11). 
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Troisième   itypolhèse. 

Les  deux  déterminants  -j 

15.  L'équation  (II),  à  laquelle!]  faut  mainteDantavoii- 
recours,  devient 

XJ  +p„xl  —  2r„  j:,!]  —  2r,)i,.r,  —  ar„«,  ar,  ^  O, 

Or  celle  dernière  équation  peut  être  soumise  aux  transfor- 
mations suivantes  : 

OU,  en  posant 


(XI)       x;  ^x;  +  xiH-  "^"7^^'""x:=o. 

Or  en  y  faisantpn  =  o, /ï,t=o,  les  li-oi»  premières  dw 
relations  (y)  (§  I")  donnent 

(6)  U„«„  =  -r 

mais  la  troisième  du  groupe  (g),  c'est-à-diif 

nous  conduira  à 
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et  comme  (relations  5,  §  1") 

ip„  =  3„3u'-  3',,; 
il  en  résulte 

(7)  A=--^(r,./,„  +  a/-„/-„). 

16.  Si  l'on  suppose  — —  différent  de  séro,  ce  qui,  en 
venu  de  la  relation 

».."„=-  (r,.)' 

exige  que  rit  n^  ■oit  pas  nul,  et  montre,  en  même  temps, 
s'écrire  : 

(xii)  X  ;  -  x;  +  x;  +  «,.  1^  x;  =  o  ; 

par  suite,  si 

A  <^  <i,  OD  a  un  hyperboloide  ii  deux  napiws  ; 

l=io,  ODauncônei 

A  ^  o,  f>n  a  un  hyperboloïde  à  une  nappp. 

Ad 

soit  nul. 

Les  trois  lijpothèses 

Pj,  =  o,     p„  =  o,     3„  =  o, 

donnent,  d'après  les  relations  {3}  §  1=', 

(8)  '  3u  =  o,     3„  =  o; 
puis,  d'après  la  première  des  relations  (7)  §  l" 

(9)  '■„  =  oi 
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el  eufio  d'après  la  première  des  relations  (lo),  §  I",   , 
{>o)  â  =  o 

D'un  autre  côté  l'ÂjuaUon  (II)  se  réduit  à 
(Xin)      X;  _  ar,,  *,x,  ~^r„ar,x,+p„  ^\  =  o. 

C'est  un  cylindre  paraboliqae. 
Ainsi,  lorsque 

da„  da„         '  da„  da„  ~~  **'  rfo„  ~  **  • 

ce  qiù  entraîne  comme  conséquence  A  =  o,  rèqua- 
tion  (I)  représente  un  cylindre  parabolique. 

Ceci  suppose  que  r„  et  r„  ne  sont  pas  nuls  en  même 
lemps. 

Si  l'on  avait  r„  =  o  et  r„  =  o,  ce  qui  donnerait, 
d'après  les  relations  (  j)  §  1", 

i»  =  o,     3„  =  o 

et  réciproquement,  l'équaUon  (XIH)  deviendrait 

et  représenterait  deux  plans  parallèles  imaginaires,  si 
'^^     >o. 

deux  plans  parallèles,  si 

deux  plans  qui  se  confondent,  si 

d'\     _ 
Aaa.  dt  UathiniMli^ur,,  t.  XVII.  (Nov.mbrp  i8M,)  a; 
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Qualnérne  Itypothhi;. 
Véquation  (I)    ne    renferme  aucun    det    carrés  x\^ 

18.  Dans  ce  cas,  il  faut  nécessairement  admettre  i^uc 
l'équalion  proposée  reuferme  au  moins  un  des  rectangles 
■T,  jTi,  x,Xi,XtTt.  Nous  conviendrons  alors  de  placerait 
second  rang  de  la  première  ligne  du  discriminant  A  le 
coefficient  a,t  du  rectangle  XtXt  qu'on  suppose  exister 
dans  l'équalion. 

Dans  l'hypothèse  où  nous  nous  plaçons,  l'équation  (  I  ) 
se  présente  sous  la  forme 

(  XV  )        a  fl„  j;.  j:,  +  2  flp,  Jt,  *,  +  2  «„  jr,  ;f.  +  3  On  *,  J' 


Ou  arrivera  encore  à  la  décomposition  en  carrés,  eu 
suivant  ta  méthode  indiquée  par  M.  Moutard.  On  preii<I 
les  dérivées  du  premier  membre  f  (j:,,  x^,  x,,  x»)  de 
l'équation  ci-dessus  par  rapport  aux  variables  x,  et  x„ 
faisant  partie  du  recUuglc  qui  n'a  pas  disparu ,  ce  qui 
donne 

1^  — 


puis  on  remarque  que 

à  cette  équation  ou  ajoute  l'équation  (XV),  après  avoir 
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multiplié  ses  deux  membres  par —•  il  vieni 


d'où  Ton  conclut,  après  avoir  posé 


\^'~2\dx,        dxj' 

{XVI)  xî-x;-4fl„o„*i+4(fl„<i„— fl«fl„-a„<i„)j,4-. 

-t-  a  (fl„  a„  -  2  a,.  o„)  xj  =  o. 

19.  Supposons,  en  premier  lieu,  qu'aucun  des  coeffi- 
cients a,i,  a„  ne  soit  nul;  on  pourra  alors  former  le 
carré  par  rapport  à  la  variable  Xt,  ei  on  trouvera 

1x;  — x;  — 4rt„a„x; 
ïfliiajiC"  1)1,1 — 2a„aM]+(a,,a„—a„a„—ai,a„)'    ,  _ 

en  désignant  parXj  la  fonction  linéaire 

Or  si,  dans  les  formules  (3)  et  (4)  (SI")>  ^"  introduit  les 
hypothèses  particulières 


il  vient 


(I') 


J  *„  =  3fl„B..a„, 

I  Jh  =  B|j{aiiOs.  — fluH,,  — dijOu)- 

37. 
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La  première  do  ces  ëgalîi^s  nous  montre  que  — — ~ 

est  difTércnt  de  zéro  et  uégatif  ;  les  autres  dous  permet- 
tent d'écrire  ainsi  qu'il  suit  l'équation  (XVII)  : 


ou  enfin,  si  Ton  a  égard  à  la  première  des  relations  (5), 

(XVIII)    X;  —  x;  —  4<i„tf„x;  +  — ^^î  =  o. 

Qr  nous  avons  supposé  que  les  coefBdeuls  a,,,  d,,,  n„ 
n'étaient  pas  nuls,  ce  qui  exige,  d'après  la  seconde  des 
formules  (i  i),  que  du  soit  différent  de  zéro. 

Discutons  maintenant  l'équation  (XVIII). 

Avec  A  ^  o,  on  aura  à  consîdéi^r  : 

ce  qui  donne  les  altemsncea  de  signes 


ce  qui  donne  les  alternances  de  signes 


on  reconnaît  l'hyperboloïde  à  une  nappe. 
Avec  A  <^  o,  on  aura  à  considérer  : 

ce  qui  donne  les  alternances  de  signes 
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te  qui  donne  les  alternances  de  signes 


lail  l'hyperboloïde  a  deux  nappes. 
Avec  A  ^  o,  on  aura  à  considérer  : 

'*•  ",,0,,  >o, 

ce  qui  donne  les  aliernanccs  de  signes 

ce  qui  donne  les  alternances  de  signes 

on  reconnaît  le  cdne. 

20.  Admettons,  en  second  lieu,  que  Tan  des  coeffi- 
cients a, *,  a,|,  ou  tous  deux  ensemble,  soicntnuls;  on  a, 
comme  conséquence  immédiate, 

J„=  o; 

et,  réciproquement,  sid4t=:o,  l'un  ou  l'autre  des  coeffi- 
cients a,t,  a„  sera  nul. 

Dans  lecasacmel,  l'équation  (XVI)  deviendra,  si,  par 
exemple,  a,,  =  o  : 

(XIX)  '     ;  ,  , 

Or,  d'après  les  relations  précédentes  (ii),  on  a 

P»  =  —"',,> 
J.,  =  o, 
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d'où 

On  voit,  d'après  la  valeur  ci-dessus,  que  in  n'est  pas 
nul ,  si  l'on  n'introduit  pas  d'autre  fajpothèse  que  celles 
que  nous  avons  admises  ;  et,  par  suite,  il  en  est  de  même 
de  A:  on  remarquera,  en  outre,  que  A  est  essentiellement 
positif. 

L'équation  (XIX)  représentera  alors  un  paraioloîde 
hyperbolique;  conséquence  qni  se  trouve  incluse  dans  les 
conclusions  du  n"  li . 

Supposons  enfin  A  =  0;  ce  qui  exige  que  3^^  soii  oui, 
et  réciproquement.  L'équation  (XIX)  se  réduit  k 

X'  —  Xî  +  a{ii„a„  —  an,.  au)*î  ^  o. 

ou,  en  ayant  ^ard  aux  relations  (ii), 

(  XX  )  x;  —  Xî  —  2  ^  «:  =  o. 

Or,  dans  ce  cas, 

da„da..~       ''■'*^**' 
on  aura,  par  suite,  k  considérer 

dà  . 

«e  qui  donne  un  cylindre  hyperbolique  ; 

d'A      ^  du 

<'o     avec     - —  =  o, 

(/«„da„  da„ 

ce  qui  donne  deux  plans  qui  se  coupent. 

21 .  Cette  discussion  détaillée  nous  montre  que  tous  les 
genres  et  toutes  tes  espères ,  dans  les  surfaces  du  second 
onire,   se  trouvent   parfaitement   caractérisés    dans    le; 
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lableaux  suivaou,  qui  en  présenteront  le  résumé  > 
plusieurs  points  de  vue. 

Jîésumés. 


poiilifi;  genre  elUpt^ide. 

i  négatif. . .     Ellipsoïde  réel. 

Discriminant  ù  i  nul Point. 

(  positif.  . .      Ellipsoïde  imaginaire. 


11*  us.  —  L'titvariant  -j —  étant  digèrent  de  léro  et  n'étant  pas 

positif  en  mime  tempt  que  le  déterminant --r~~-r-—\  genre 
hjrperboU^de. 

inégadf. . . .  HTperbotrâde  à  deux  nappes, 

nul Cane, 

positif. . .  Hyperboloïde  à  une  nappe. 

(Pi 
N.  B.  Le  détermioanl  — — -j —  peut  être  quelconque,  posi- 
tif, négatif,  ou  nul. 
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l"  eu.  —  L'iwmriant  —  étaat  nul  et  le  dUcrimiiuint  A  Hi^ 

rent  de  lérof  genre  paraboloi'de. 

DUcrin-in»!  A  1  °T«'-  '  '      '"^•'•■k  eUipaque. 

(  positif.  .  .     Parabaloîde  hyperbolique. 


tir,  D^atif ,  ou  nui  ;  seulement,  il  ae  peut  pas  être  nul  en  même 
temps  que  - 

d& 

da„ 
genre  ^llndri^ue. 

d=i 

tnana  — 5 —  et  — 

.aau  aa,i        dt 

nuit  en  même  temps  : 

da    da    ^  "' 
«/■i  rf4 

1  da    da    -^  **'      rf —  -^  "'     '?''"•''*  «"iptique  imagiDairej 

J       d'à  di 

|rf^::rfS:<°'     rf^^*»'     cylindre  hyperbolique; 

coupent  ou  une  droite; 
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i^>»- 

ê;>°. 

1  ■"  -.„ 

^<- 

i     tpà     ^ 

S*». 

cylindre  hyperbolique; 

1      •"     >o, 

deux   plan»  imaginaires  i[ui  se 
coupent  ou  ane  droite; 

(fil 

deux  plans  qui  se  coupent. 

H".   Les  deux  déterminants 

da„da„      da„da,. 

da„  - 
parabolique  ; 


2".  Si  ^ —  =  o  et  - 


1  -z — -r~  ^o,     on  a  dfux  plans  parallèles  ima^jinaires; 


jrf«„il„<°'   ■ 

m  a  deux  plans  parallèles; 

an  a  deux  plans  cgui  se  conrondenl. 

'  "^               */ff.,             (/o„  rffl,.             rffl,.  dût, 
intraineot ,  comme  conséquence,  1  ;=  o  ;  mais  il  n'y  h  pas  r 
procilé. 
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tiâ.  On  pourra  résumer  aiusi  les  signes  caractéristiques 
(les  dîflérents  genres  de  surfaces  : 

Genre  ellipsoïde.  L'invariant  - 

soDt  tons  deux  posilits  ;  -"  "  n'«t  j»- 
niais  nul. 
Genre  kyperboloïde.  L'invariant  — —  est  difTérnit  de  léro  ei 
n'est  pas  posiitf  en  même  temps  que  le 
déterminant  - — — — i  quid'ailleunpent 
élrc  nul. 


AestdiffiBrentdezéro;  -, ; — n 

no»  oftH  ' 


Genre  cylindriqtie.  L'invariant  -- —  et  le  discriminant  &  sont 

tous  deux  nuls. 

33.  On  peut  encoi^  dire,  si  Ton  convient  de  regarder 
l'ellipsoïde  imaginaire,  comme  une  surface  réglée  : 

DiseHminant  négatif.  Surfaces  réelles  dénuées  de  génératrices 

rectillgnes. 
Dhcriminant  positif.  Surfaces  réglées  gauches. 
Discriminant  nul.  Surfaces  réglées  dé veloppables 

24.  Nous  achèverons  cette  discussion  en  énonçant  1« 
conditions  déterminantes  des  surfaces  pariiciJières  du 
second  degré. 

Pour  que  l'équatinn  générale  du  second  degré  repré* 
seule  1 
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Un  cône,  il  faut  et  il  suffit  que 

un  paraboioïde,  il  fao(  et  il  anffit  que 

-; —  =:  0  ,      et     A  J  o  : 
du.,  ^ 

un  cylindre  elliptique  ou  hyperbolique,  il   faut  et   il 
suffit  que 

- —  =  0,     4  =  0; 

un  cylindre  parabolique,  il  faut  et  it  suffit  que 

dx  _  d'à     _  d'à     _ 

da„         '      dau  dou         '      dan  da» 

deux  plans  qui  se  coupent,  il  faut  et  il  suffit  que 

;  rf4  .       (/"a    . 

dà  \  da„  da,idau 

- —  =  0,     à  =  o    et    ' 

rf«.i  l  dà  d'à 

\  da„         '  da„da, 

lieux  plans  parallèles,  il  faut  et  il  suffit  que 

di  _  ''*  _  '''^  _ 

dot,  '     da„  '      da„         ' 

d'à      __  d'à      __ 

da„  dan         '      dan  da» 


Note.  Le  théorème  sur  des  nornujes  iosëré  (t.  XVf, 
p.  4^4  )  esl  coDsigné  dans  un  Mémoire  de  M.  Linuville  et 
inséré  dans  son  journal  ((.  VI,  p.  4o3).       (Dewulf.) 


=  o; 
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SILUTIM  IBS  «I1ESTI0N&  401  ET  4*2 

(••1ri.XVI.»,Ml); 

Pi»  M.  DEWULF. 


Êçualion  générale  des  développées  en  coordonnées 
linéaires  {voir  Note  à  la  fin). 
Soient 

il 

dx 
les  équalions  d'une  courbe  de  degré  n  et  de  sa  normak' 
i>n  un  point  (x,/). 

Les  coordonnées  linéaires  de  la  normale  sont  [Itou- 
i'flles  Annales,  t.  Vit,  p.  lo) 

df  df 


('>        y^  Af     x^'    ''  =  - 


'O- 


■^  dx       "^  dy  ^  dx       ''dy 

Ces  deux  dernières  équations  donnent 
(3)  px^qy  =  i. 

En  éliminant  X  en  centre  tes  équations  (i),  (a),  (3). 
nous  aurons  une  équation  entre  p  etq,  qui  sera  l'équar 
tien  de  la  développée  de  la  courbe  (>)  '^i'  coordonnées 
linéaires.  D'après  le  tliéorème  de  Bezoui,  cette  équation 
sera  de  degré  n*.  Donc  la  dévi-loppée  d'une  courbe  du 
degré  n  est  de  la  classe  n'  (*). 

,")  L'ordre  o>l3>i(«  -  ■)•     Ta. 
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Ceci  démonire  un  théorème  Je  Steiner  énonce  t.  XIV, 
p.  a33. 

Pour  Tellipse 

les  calcuk  précédemment  indiqués  donnent  l'équatioD 

et  pour  l'hyperbole 

A'       B'        ' 
l'équatioii 

ici  C'=A*  +  B*. 

Solution  de  la  question  401. 
Soit 


l'équation  de  l'êlIipse  donnée.  La  droite  dont  on  cherche 
l'enveloppe  a  pour  coordonnées  linéaires 

Eliminant  x  et  ^^  entre  ces  trois  équations,  nom  aurons 
l'équation  cherchée  de  l'enveloppe,  c'est 

Cette  équatifHi  représente  évidemment  le  développement 
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d'uoe  ellijtati  iltiul  Itts  aies  sont 


l'ùquation  de  l'hyperbole  donnée,  l'enveloppe  cherchée 
aura  pour  équatiou 

(]ui  représente  la  développée  d'une  hyperbole  dont  les 
axes  sont 


On  trouve  avec  la  même  facilité  i  l'équation  des  coor- 
données linéaires  de  la  surface  enveloppe  de  la  ques- 
tion 402. 

Unesurfacepeutëtre  représentée  par  le  système  de  deux 
équation* 

[')  /(/',?,'■)  =  «.      ou     pX-i-qY-hrZ=,,  (a) 

/*,  t},  r  étant  des  coordonnées  linéaires,  l'équalion  (i) 
suffit  seule  à  représenter  une  surface. 

L'équation  du  plan  dont  on  cherche  l'enveloppe  en 
L-oordonnées  ordinaires  est  évidemment 


,  y,  X  étant  les  coordonnées  du  point  qu'on  projette  si 
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les  trois  plans  coordonnés.  Nous  avons  donc 

Si  le  poim  x,y,  z  apparlient  à  l'ellipsoïde 


l'élimination  de  x,  y,  z  entre  les  quatre  dernières  équa-  . 
(ions  nous  donnera  l'équation  de  la  surface  enveloppe 

Uestfacile  de  passer  au  cas  des  hyperboloïdes. 

MM.  Sacchi  (Joseph),  de  Milan,  Cl  Mendès,  élève  du 
lycée  Sainl-Louis,  résolvent  la  question  401  directement. 
MM.  Laquière  (Marins)  et  Carenou,  élèves  du  même 
lycée,  font  observer  que  si  l'on  projette  chaque  point 
d'une  parabole  sur  l'axe  et  sur  la  tangente  qui  passe  par 
le  sommet,  l'enveloppe  de  la  droite  qui  réunit  les  deux 
projections  est  une  parabole  du  second  degré. 

M.  J.-Cb.  Dupain,  professeur,  ramène  le  problème  à 
une  question  de  dioptrique. 

Note  du  Rédacteur.  Soient 


l"l 

/*/-*■  9 

l'équation  d'iti 

nedroile^ 

flF.1) 

une  relation  donnée  entre  p  et  q:  oa  trouve  pour  enve- 
loppe de  la  droite  (i),  par  le  procédé  connu, 


b,  Google 


(  «»  I 

où  f  est  une  fonclion  c 
linéaires  de  la  courbe  enveloppe,  déDominatiOD  intro- 
duite par  M.  Pliicker,  qui  nomme  coordonnées  par  fjointi 
(punk-coordinatCD),  le  système  cart^ieo  ^t  points;  il 
est  évident  qu'on  peut  passer  d'un  système  à  l'autre.  Nous 
avons  jugé  nécessaire  de  rappeler  ce  qu'on  lit  Nouvelles 
Annales,  t.  VII,  p.  lo. 


S«Lin«N  II  U  «UBSTIOIII  451 

(TOlt  ft»  %»)i 

Pab  m.   a.  terquem, 

Élère  lu  \jtàfi  Stlat-Lonis. 


Une  hyperbole  équiUtèrc  homofocale  â  une  ellipse 
intercepte  sur  les  cAtës  d'un  angle  droit  circonscrit  à 
l'ellipse  deux  cordes  égales . 

Démonstration.  Soit  l'équation  de  l'elUpsc 


celle  de  l'hyperbole  ëquilaière  homofocale  est 

Les  équations  des  tangentes  perpendiculaires  scrontdeta 
forme 


y=mx±  n/a'm'  +  A', 
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Je  chercbe  rinlersectiou  de  la  première  tangente  avec 
Thyperbole  ;  les  abscisses  sont  donn^  par  l'équation  du 
second  degré  suivante  : 

La  différence  des  racines  se  trouve  immédiatement 

2(1-™')' 
ou,  en  réduisant  et  élevant  au  carré, 

La  (UfE^rence  du  carré  des  ordonnées  s'obtient  aussi  im- 
médiat^nent  eu  substituant  les  valeurs  dex'etdejydans 
l'équation  de  la  tangente 

En  désignant  par  /  la  longueur  de  la  corde,  on  aura 

■Un' )■(«'+&') 

Cette  valeur  de  /*  ne  varier^  pas  si  on  remplace  m  par 

;  donc  le*  deux  cordes  sont  égales.  c.  q.  f.  d. 

Note.  La  longueur  de  la  corde  varie  avec  la  fraction 
-;  en  remplaçant  m  par  tang  a ,  on  trouve 

I  -*-  tang'  «  _       r       _ 
■  —  tang'  (t       eus  2  a 

Le  maximum  est  pour  a  a  =  90°  ou  a  =  4^°  i  la  tangente 
est  parallèle  à  l'asymptote  ;  le  minimum  pour  ace  ^  180^ 
la  tangente  est  perpendiculaire  à  l'axe  de  l'hyperbole. 

Ann.  Je  U-iAtbi.,  t.  XVII.  (NoTembre  i858.)  38 
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«IIESTIOIIS. 


(  ScHLOMILCa .  ) 

453. 

/.«-)-l<;  +  -  +  ^  +  i    ...   <I  +/.«  +  !,. 

I        2       i       4 

/=  log  népérien. 

(ScHIiÔMILCH.) 

454.  Dans  une  courbe  plane  du  troisième  degré,  In 
trois  sommets  du  triangle  des  asymptotes  et  les  trois  som- 
mets du  triangle  des  tangentes  aux  points  d'inflexion 
sont  sur  une  mÂme  conique.  (FAnac.) 

455.  Par  une  droite  donnée  par  ses  deux  projections, 
mener  un  plan  tel,  que  ses  deux  traces  ne  forment  qu'uni' 
seule  et  même  droite.  {Solution  graphique.) 

456.  Dans  un  plan  donné  par  ses  deux  traces,  mener 
une  droite  telle,  qne  ses  deux  projections  ne  fonueni 
quVune  seule  et  même  droite.  (Solution  graphique.) 

457. 

(Catalan.! 
lim  (— f-~^- (-...H 1  =  /.a(pour«  infini). 

\«  -h  I         n  -t-  2  2«/ 

(Catalan.) 
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NITE  Snil  LR   THtARMlî  FOCAL 

KKHirép.  I7«(fiesli(i413); 
Pa»  h.  dewulf. 


Ce  ihéorème  est  un  cas  particulier  du  théorème  gén^ 
rai  (IX)  de  M.  Laguerre-Verlj  (tome  XII,  page  63).  Il 
nous  semble  utile  de  rappeler  ce  théorème  : 

Soit  f  =  o  l'équation  (Tune  conique,  axes  nctangu- 
faires,et  (y — ^)*+  (^  —  *)*  =  o  l'équation  d^uri  <XTf]e- 
point  et  aussi  du  système  de  Jeux  droites  imaginaires 
passant  par  le  point  réel  (at,  ^).  La  conique  et  te  cercle 
se  coupent  en  quatre  points  imaginaires,  donnant  lien 
à  deux  droites  réelles  ;  soient  X  =  o,  \  =  o  tes  équations 
de  ce^s  deux  droites  réelles. 

M.  Laguerre-Verly  les  nomme  directrices  relativement 
au  point  (a, |3);  l'équation  (_/  —  (3)*  +  (x— oi)'=XXY, 
où  X  est  uue  constanie  arbitraire,  rcpréseote  le  faisceau 
de  coniques  qui  passent  par  les  quatre  points  imaginaires , 
ei  par  conséquent  aussi  la  conique  cp^o;  et  l'on  en  con- 
clut que  le  carré  de  la  distance  d'un  point  quelconque  d(^ 
la  conique  au  point  («i,  ^) ,  divisé  par  le  produit  des  dis- 
tances de  m  point  de  la  conique  aux  deux  directrices, 
donne  un  quotient  consUnt  ï,  :  c'est  le  théorème  VIII. 
Ensuite,  à  l'aide  de  considéra  lions  homographiques , 
M.  Laguerre-Verly  établît  le  théorème  : 

Soit  F  u/(  point  fixe  pris  dans  le  plan  d'une  conique, 
A  et  A'  deux  points  fixes  sur  cède  conique;  un  angle 
dont  les  côtés  passent  constamment  par  ces  points  et 
dont  le  sommet  se  meut  sur  la  conique,  intercepte,  sur 
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une  tiei  droites  dirt-ctricus  correspondantes  au  point  F, 
un  segment  vu  de  ce  point  F  sous  un  angle  constant. 

Et  l'auteur  énonce  aussi  le  cas  où  F  est  un  foyer,  et 
celui  on  la  coi'de  ÂÀ'  passe  par  le  point  F. 

Note  du  Rédacteur.  Nous  saisissons  avec  empresse- 
ment celte  occasion  de  rapporter  l'attention  sur  un  des 
plus  beaux  travaux  qu'on  ait  faits  sur  les  coniques,  tra- 
vail fondé  sur  une  conception  neuve,  sur  une  idée  créa- 
trice, chose  si  rare.  Le  profond  penseur  avait  promis  Ane 
suite  :  c'était  en  i853.  Nous  sommes  en  i858. 


ROTE    SUR  LES  KUI  TIÉORRHES   D'APOILSNIVS 

Rflilirs  ui  diaaMrti  uijigiés  des  fHÎ^cs  ; 

F»  M.   EccBFR  ROUCHÉ, 


SnitlVquaiîon  polaire  d'une  ellipse 


o'sin'w  +  Â'cos'w 

le  pôle  est  au  centre  et  l'axe  focal  est  l'axe  polaire  ;  p  csi 
un  deini-diamètro.  Désignant  par  6  l'angle  quefaitpavrc 
son  conjugué,  on  a 
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d'où 

Le  carré  de  la  dérivée  de  l'ûquat  ion  (2)  est 

-(^-.:.)(r-i). 


I  —  —  -T-]  sin'  u  c 


et  d'après  l'équaiion  (i) 

(41  ,._|,.(„.  +  ».)  +  ^^=„. 

Désignant  par  a"  et  £"  les  carrés  des  domi-diamèires 
inojugaés  qui  fonl  eiilre  eux  l'angle  d,  on  a  donc,  en 
vertu  de  cette  équation, 

a"  +  6"  =«'-»-  *', 

ce  sont  les  deux  théorèmes  d'Apollonius. 

La  correspondance  du  maximum  de  â  à  l'égalité  des 
diamètres  conjugués  devient  intuitive  d'après  l'équa- 
tion (4))  qui  est  d'ailleurs  (rès-propre  à  fournir  la  Kmilg 
de  9. 
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SEfilENT  SPISRHHIE  A  UNS  IA8B; 
Pm  un  AN0I4TME. 


M.  Mas  Sainl-Gucra] ,  professeur  au  coI]^«  de  Touloo, 
a  indiqué  la  solution  suivante  de  la  question  d'examen 
pour  l'admissibilité  à  l'École  Navale,  citée  dans  le  nu- 
méro du  mois  d'août;  cette  solution  n'exige  pas  la  con- 
naissance de  l'expression  du  volume  de  la  sphère  dont 
alors  on  peut  la  déduire. 

I  ".  11  est  évidmt  que  si  l'on  prend  uo  sèment  à  deux 
bases,  le  centre  étant  sîluc  d'un  même  c6té  des  deux  bases, 
le  volnme  de  ce  segment  est  compris  entre  les  volumes 
des  deux  cylindres  de  même  bauteur  que  ce  segment,  et 
ayant  pour  base,  l'un  la  plus  grande  base,  l'autre  la  jJos 
petite. 

a".  Nous  admettons  aussi  que  pour  A  =  o  le  roliime 
d'une  calotic  sphérique  à  une  base  est  nul ,  par  consé- 
quent  on  doit  avoir  simplement  pour  cette  calotte 

V  =  AA'  +  BA'-i-CA. 
Sott 

V'  =  AA"-J-BA'*+CA' 

une  seconde  calotte  à  une  base  et  telle,  que  le  centre  ue 
tombe  pas  entn;  les  bases  de  ces  deux  calottes,  ce  qui  peut 
avoir  lieu  en  prenant  h  —  A'  suffisamment  petit,  h  éUnl 
supposé  >  A*,  on  aura  pour  le  segment  à  deux  bases  qui 
est  leup  diHerencc 

¥"  =  (*  — A')  [A  (A- -!-*/<■-+- A'^)-(-B{A-f-A')-«-C]. 

Les  cylindres  dont  il  ct^t  qucsiion  dans  la  première  ir- 
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marque  ont  pour  expression  respective 

jrA'{2r— A')(A  — A'),     »tA(ar— A)(A~A'}; 

par  suite  on  a,  eu  supprimant  le  facteur  positif  h  ~  h', 
\ps  in^alîtés  suivantes  : 

trA'(2r  -  A'X  A  (A' -+- AA' +  A") 
+  B(A +A')  +  C<*rA{2»-— A), 

pour  toutes  les  valeurs  de  h'  comprises  entre  o  et  h. 
Il  étant  lui-même  compris  entre  o  et  ir.  Or  pour  h'  ^  A, 
les  limites  extrêmes  deviennent  égales  ;  on  a  donc  pour 
celte  hypothèse 

3AA'  ■+■  aBA  +  C  =  2«M  —  vh', 

ce  qui  donne  les  équations  de  condition 

A=  — ^»      B  =  irf,     C=o, 

qui  sont  les  valeurs  demandées. 

Remarque.  11  n'est  nullement  nécessaire  de  supposer 
la  fonction  du  troisième  degré,  mais  seulement  supérieure 
au  second  degré,  car  si  l'on  pose 

V  =  AA--(-BA— '+.  .    +MA'+ WA'  +  PA>-4-QA, 
OD  trouve  par  la  même  analyse. 

A  =  0,     B=:0,...,     M  =  0,     H  =  — ^,      P  =  »cr,    Q=0, 
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rnn 

S«r  l'éfuliH  n  uni  in  JiflèreKC)  an  ndiM  4'ik  éfnlm 
Pak  h.  Micbabl  ROBEaTS. 
Posons  l'équalion 

ei  désignons  par  «g,  i,,  «,,...,  les  sommes  des  puissances 
zéro,  première,.  ..,de  ses  racines Xj,  Xt, •  ■  -,  X..  Main- 
,  tenant  soit  7.  la  somme  de  la  puissance  p  des  racines  de 
réqaation  au  1^aT^é  des  différences  des  racines  de  l'âjna- 
tion  donnée  j  je  vais  montrer  que  ^  a  pour  valeur  l'in- 
variant  quadratique  de  la  forme 

D'abord ,  on  a 

I   ,      ,i.V(»f  — i|(V  — Jl--(f-'-i)-V  jy 
^^      ''  ,  J.3.. .,  ^   ■    ■ 

Mais 

2<- -.  =  >„-'.-',. 

S'^''^*-^ — '■'■ 
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Q  sorte  que  nuus  tirons  (en  se  rappelant  que  n  =  s,), 


2, =*••'- 


,     .,.('P-0('f-^)--lf +■).. 
^l      '>'  ..  =  .3..   (,-i)  '• 


B  qu'il  fallait  démontrer. 


(a,  b,  c,  rf,  «,...,)  (x,  iy  =  ax'  +  nbaf- 


*,*V  +2/>»,  «"P-'t-H-   - 


THJiORfiiR  fiÉNfilAL  SVR  US  CODRIBS  PUNIS 
KT  SUR  LSS  SURFACES. 

1 .  Notations.  Sur  une  droite  A',  prenons  m  points,  et 
d'un  point  O  pris  hors  de  cette  droite,  menons  n  rayons 
à  ces  points.  Ces  rayons  pris    deux  à   deux  donneot 

— angles  ;  désignons  le  produit  des ■  sinus 

de  ces  angles  par  A^. 

2.  TatOKÉME.  Soif  donné  dans  un  même  plan  ce  sys- 
tème de  a  droites  A',  A",...,  A"*'  traversé  par  un  second 
système  de  n  droites  K,  B^, . . . ,'  B'"'  ;  chacune  de  ces 
an  droites  contient  n  points  d'intersection;  menons 
d'un  point  O  des  rayons  aux  n'  points  d'intersection; 
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les  D  points  d'intersection  situés  sur  la  droite  A'  donnent 
Api  sur  la  droite  A",  le  produit  Api  posons 

Ap,  A^,  JÇ,---,  Ajr'  =  «i 
de  sorte  que  x  est  le  produit  de  — — —  sinus;  dési- 
gnons par  j3  le  produit  analogue  pour  p  ;  si  -  est  un  quo- 
tient constant,  le  lieu  du  point  O  est  une  ligne  d'ordre 
a  et  passant  par  les  n'  points  d'intersection. 

Démonstration.  Soient  r,,  r,,  deux  rayons  intercep- 
tant le  segmeat  s,  et  h  la  hauteur  du  triangle  ayant  pour 
côtés  /-,,  r,,  s;  on  a 


remplaçant  chaque  sioua  par  une  telle  valeur,  on  retombe 
sur  le  théorème  des  distances  (p.  368). 
Observation.  Faisant 

on  a  la  propriété  vulgaire  des  coniques  relative  au  rap- 
port projectifde  M.  Poncelet-,  bi^muhiple  de  M.  Sieîner: 
anharmonigue  de  M.  Chasles. 

3.  Soit  un  système  de  n  plans  A',  A*,. . .,  A'"'  et  un 
second  système  de  n  plans  B',  B",  ■  - . ,  B'"  ;  ils  se  coupent 
suivant  n*  droites  par  lesquelles  passent  une  infinité  de 
surfaces  d'ordre  n  (page  368)  ;  6tons  les  plans  A',  B',  il 
reste  deux  systèmes,  chacun  de  n  —  i  droites,  ei  par  les 
(n — i)*  droites  d'intersection  passent  une  iafiniié  de 
surfaces  d'ordre  n  —  i.  Une  surface  d'ordre  n  coupe  une 
surface  de  l'ordre  »=— i  suivant  une  ligne  d'ordre 
H  {«  —  i)  :  or  ces  surfaces  ont  en  commun  (h — i)* 
droites;  donc  ollcs  ont  encore  en   commun   une  lignr 
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d'ordre  n  —  i .  Or,  je  dis  que  cette  ligne  est  plane  et  que 
son  plan  passe  par  l'intersection  des  plans  A',  B'.  En  effet, 
soit  O  un  point  de  cette  ligne;  le  produit  des  n  distances 
de  ce  point  aux  n  plans  A',  A",  • . . ,  A'"'  divisé  par  le  pro- 
duit des  distances  du  même  point  aux  n  plans  B*, . . . ,  B'"' 
est  un  quotient  consunt  quel  que  soit  le  point  O  pris  sur 
la  courbe;  de  même,  le  produit  des  n  —  i  distances  du 
point  O  aux  n  —  i  plans  A", . . . ,  A'"'  divisé  par  le  pro- 
•  duit  des  distances  aux  n  —  i  plans  B",  B'*', . . . ,  B'"'  -,  donc 
la  dislance  du  point  O  an  plan  A',  divisée  parla  distance  au 
plan  B*,  donne  un  quotient  constant  :  ainsi  le  lieu  du 
point  O  est  dans  un  plan  passant  par  l'intersection  de  A 
et  B'.  c.  Q.   F.  n. 

4.  Si  A  et  B  représentent  des  droites  situées  dans  le 
même  plan,  on  obtient  nne  propriété  analogue  pour  les 
courbes  planes. 

9.  Si  les  A  et  les  B  représentent  des  surfaces,  les  droites 
d'intersection  sont  remplacées  par  des  courbes  d'inter- 
sections, qui  présentent  encore  des  propriétés  analogues- 
à  celles  qui  sont  énoncées  ci-dessus  pour  les  droites. 


niEORIlBS  BIYKRS  ET  PR0BLENK8  SUR  LES  COURBE» 
PLANES; 


De  m.  J.  STEINER  (*). 


i.  Notation.  Soient  une  courbe  plane  C"  de  d^ré  n  et 
F  un  point  fixe  dans  le  plan  de  la  courbe  ;  si  lui  faisceau  de 
droites  passe  par  le  point  fixe  F,  chaque  rayon  du  fais- 

(•)  BulUtia  nirnuie/  rfc  /  Académif  *■  Hnlin,  jnLlIcl  iS.'.R,  p.  ',ig-Wl 
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ceau  couj>e  la  tM>urbe  en  n  poînis.  Pour  uu  rayoo  quel- 
conque, soii  p  le  produit  des  distances  des  »  points  d'in- 
tersection au  point  F. 

THioaÈHE  I.  Les  rayons  se  partagent  en  général  en 
groupes  ^e  3  n  droites  où  dans  chaque  groupe  les  pro- 
duits p  sont  égaux.  Entre  ces  a  n  droites,  il  y  en  an 
où  le  produit  p  présente  un  minimum  relatif.  Ce  mini- 
r/uim  devient  autant  de  fois  un  maximum  que  la  courbt! 
a  de  couples  d'asymptotes  imaginaires. 

%  TaiORÈHE  II.  Si  on  prend  sur  chaque  rayon  un 
point  q  tel,  que  sa  distance  au  point  fixe  F  étant  élevée 
à  la  puissance  n  soit  égale  au  produit  p,  le  lieu  de  ce 
point  est  une  courbe  Q*"  de  degré  a  n ,  qui  a  n  doubles 
asymptotes  qui  passent  par  le  point  F;  ce  faisceau 
d'asymptotes  rencontre  la  courhe  C"  en  3n(n  —  t) 
points}  dans  chacun  de  ces  rayons  asymptotes,  le  point  q 
coïncide  avec  un  des  an  (n  — i)  points  d'intersection, 
jiinsiil  passe  par  le  point  F,  an  (n — i)  rayons  tels,i}ue 
pour  chacun  un  certain  segment  est  moyenne  géomé- 
trique entre  les  n  —  i  autres  segments.  Le  point  q  de- 
vant être  porté  de  part  et  d'autre  du  point'F,  il  ^ensuit 
que  F  est  le  centre  de  la  courhe  Q"  et  un  point  singulier 
multiple. 

3.  TbIoréhe  m.  Dans  les  n  droites  oit  le  produit  p 
est  un  minimum  relatif,  la  dislance  du  point  q  au  point 
F  est  {lussi  un  minimum,  de  sorte  que  ces  droites  sont,  au 
point  q ,  normales  à  la  courbe  Q'". 

4.  Applicadons  aux  coniques.  En  faisant  n  :=  a,  les 
a  n  droites  du  ttiéorème  I  si:  réduisent  dans  l'ellipse  à  deui 
réelles,  qui  sont  parallèles  à  deux  diamètres  ^aux;  les 
deux  autres  sont  imaginaires;  comme  U  y  a  un  couple 
d'asymptotes  imaginaires,  il  y  a  une  droite  qui  est  un 
maximum;  c'est  la  parallèle  à  l'axe  focal.  Dans  l'hyper- 
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bolc,  il  y  a  quatre  transversales  paratlties  ans  quatre 
diamètres  ^aux;  deux  de  ces  diamètres  appartiennent  à 
l'hyperbole  conjuguée. 

5.  TBÉOBfenE.  IV.  Par  un  point  fixe  F,  situé  dans  le 
pian  d'une  conique,  on  mène  trois  transversales  quel- 
conques; sur  les  trois  cordes  comme  diamètres,  on  dé- 
crit des  cercles.  Le  point  radical  de  ces  cercles  est  fixe. 

Si  le  point  F  est  à  l'infini,  le  théorème  devient  évi- 
dent. 

6.  Tbéokème  V.  Une  droite  de  longueur  constante, 
qui  se  meut  entre  deux  courbes  planes  d'ordre  p  «t  q , 
enveloppe  une  courbe  de  classe  4  p<]  ef  a  à  l'infini  une 
tangente  de  contact  i  pq. 

7.  Théoùhe  VI.  Une  droite  de  longueur  constante,  qui 
se  meut  dans  une  courbe  de  degré  C",  de  degré  n,  enve- 
loppe une  courbe  de  la  classe  3  n  (n — i);  ily  a  a  (n — i), 
cordes  de  direction  donnée;  l'enveloppe  touche  les  n 
asymptotes  de  la  courbe  C"  à  l'infini  dans  tin  contact 
de  quatre  points  ;  les  milieux  des  cordes  parallèles  sont 
sur  une  ligne  de  degié  n  —  i  (  *  ) . 

8.  Soit  la  courbe  C*  ;  et  l'enveloppe  de  la  corde  constante 
est  de  vingt -quatrième  classe  ;  cette  enveloppe  et  la  courbe 
C*  out  I3.a4=  988  tangentes  en  commun,  parmi  le<- 
quelles  sont  les  quatre  asymptotes,  qui  comptent  chacune 
pour  quatre  tangentes;  de  sorte  qu'il  reste a88 — 1€^  a^a 
tajigentes  communes.  Soient  S  une  de  ces  373  tangentes, 
a  le  point  de  contact  avec  la  courbe  C,  et  p,  y  les  points 
d'intersection  de  cette  tangente  avec  la  courbe  C  Si 
&  ety  sont  du  même  côté  de  a,  alors  0 y  est  égale  k  la 
corde  consUnte  ;  si  a  est  ei.tre  ^  et  y,  c'est  or  p  ou  a  7.  qui 
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esl  égale  â  la  courlK-<.-oiistanle^  dans  ci:  dernier  cas,  les 
deux  courbes  se  touchent  en  a,  et  S  compte  pour  dens 
tangentes  communes. 

U.  Soit  la  courbe  C°  ;  l'enveloppe  est  de  la  donzièDH; 
classe  et  a  avec  la  courbe  C*,  en  commun  6.  ta  =  72  tan- 
gentes, parmi  lesquelles  les  trois  asymptotes  de  la 
courbe  C  comptent  pour  3. 4=  i3  tangentes, de  sorte  qu'il 
reste  7a —  la  =  60  tangentes  non  asymptotes..  Soient  S 
une  de  ces  60  tangentes,  a.  le  point  de  contact,  et  ^  le 
point  d'intersection.  Les  deux  courbes  se  toucbenl  eii 
a,  et  «  (3  est  égale  à  la  corde  de  loiigueur  constantei  de 
sorte  que  chaque  tangenle  compte  pour  deux;  il  n'y 
a.  donc  que  3o  tangentes  communes  distinctes  et  l'on 
obtient  les  théorèmes  suivants  : 

10.  TnËOREME  VII.  Dans  toute  courbe  de  troùièine 
degré,  il  y  aZo  tangentes  pour  chacune  desquelles  la 
distance  du  point  de  contact  au  point  d^ intersection  est 
de  même  longueur. 

Lorsque  cette  distance  est  nulle,  on  a  les  3o  points 
d'inflexion  dont  trois  seulement  sont  visibles. 

11.  TetoiiàME  Vin.  Dans  une  courbe  C* ,  on  ne  peut 
mener  qua  60  transversales  coupant  la  courbe  en  trois 
points  a.,  [3,  y,  tellement  que  a^,  ety  soient  de  longueurs 
données. 

là.  TnËORÈHF.  IX.  Courbe  C*;  l'enveloppe  de  la 
corde  constante  est  delà  quatrième  classe;  par  un  point 
fixe  on  ne  peut  mener  que  quatre  cordes  égales;  les 
quatre  milieux  de  ces  cordes  sont  sur  un  même  cercle, 
dont  le  centre  est  indépendant  de  ta  longueur  de  la 
corde,  et  si  C  représente  deux  droites,  l'enveloppe  est 
une  courbe  parallèle  à  une  hypocycioïde. 

La  siiile  prochainement. 
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StUlTIM  II  U  (HIBSnOII  44t 

(TOIr  PU*  USJ  i 

P*B  M.  CHALUOT, 

Élève  du  Ijcée  de  Venailles. 

Joignons  par  une  droite  les  centres  des  cercles  inscrit 
et  circonscrit  à  un  triangle;  cette  droite  rencontre  le 
cercle  inscrit  en  deux  points  ;  soient  s  et  s' les  puissances 
de  ces  points  reUtivemeni  au  cercle  circonscrit,  r  le 
rayon  du  cercle  inscrit,  R  le  rayon  du  cercle  circonscrit, 
on  a  la  relation 


■H4R- 


(Grwkert.) 


(On  admet  comme  connu  le  théorème  que  :  La  dis- 
tance det  cercles  inscrit  et  circonscrit  à  un  triangle  tst 
moyenne  proportionnelle  entre  le  rayon  du  cercle  cir- 
conscrit et  l'excès  de  ce  rayon  sur  lediamètre  du  cercle 
inscrà.  )  En  sorte  que  sur  la  figure ,  on  a 


00'  =  rf'  =  R(R  — 3/-). 

(  Voir  I.  IX ,  p.  : 


.6.) 
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Cela  posé ,  on  a  par  définition 

I  =  EF  X  EF', 
y^E'FxE'F'. 

Multipliant  membre  à  membre ,  il  vieot 

M'  =  (EF  X  E'F)  X  (BF'  X  E'F'). 

Si  des  poiau  F,  F'  on  mèue  les  Uagentes  FG ,  F'  G'  tu 
cercle  inscrit,  il  vieot 


FG  =  (R  — rf)'  — r 

F'G'  =  (R  +  rf)'  — r 
et  puisque 


rf--  ^R(R  — ar), 

il  vient  enfin 

«'  =  [(  R  -  ^R'-iRrf  -  r>]  [(R  +  ^R'  ~  2R>-)'  ~  »■']. 

Sî  Ton  développe  et  que  l'on  L-lFectue  la  m tihîplî cation 
indiquée,  il  vient,  après  la  réduction  des  termes  sem- 
blables , 

«'  =  ^"(4R  +  r).      , 

C.     Q.     t.    D. 

IVote.  MM.  SainUrd  (de  Magny) ,  E.  Descourbes ,  Léon 
Brault  (institution  Barbet)  ont  aussi  résolu  ce  problèroË, 
et  le  dernier  a  résolu  aussi  le  problème  431 . 
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NOTS 
Sir  In  ^latini  i»  ctUitiu  ^  JMiiwit  u  ijiUm  4e  ptiib; 


1.  Daos  les  Traités  de  Mécaoique,  od  définît  un  sys" 
lème  de  poinu  par  l'ensemble  des  Àjuatîons 

(A)'  L  =  o,     M  =  o,... 

qui  lient  entre  elles  leurs  coordonnas  x,  ^,  z;ar', y', 
z'y  ejc. 

Certaines  propriétés  générales  du  mouvement  exigent 
la  condition  spéciale  de  U  liberlc  du  système.  Quels  ca-* 
factures  doivent  présenter  les  équations  (i)  pour  que  le 
système  soit  libre?  Cest  une  Question  qui  n'est  pas  réscn 
lue  dans  les  ouvrages  classiques,  et  sur  laquelle  je  veux 
dire  quelques  mots  dans  cette  JNote. 

2.  J'appellerai  système  libre  un  système  tel,  qu'en  le 
supposant  à  un  instant  quelconque  invariable  de  figure 
par  la  solidification ,  on  puisse  lui  donner  un  déplacement 
quelconque. 

Or,  un  déplacement  quelconque  peut  être  produit  par 
une  translation  unie  n  une  rotation.  D'autre  part,  une 
translation  peut  être  coosidérée  comme  le  déplacement 
résultant  de  trois  mouvements  parallèles  aux  axes,  et  la 
rouiion  autour  d'un  axe  peut  être  regardée  comme  ve- 
nant de  la  composition  de  trois  rotations  autour  des  mê- 
mes lignes. 

Donc  nous  pouvons  dire  qu'un  système  est  libre,  si,  en 
le  supposant  solrdifié  à  un  instant  quelconque,  on  peut  lui 

Ann.   <b  MitiMnif..  t.  XVII.  {DcMnibK  i3^8.^  39 
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donner  trois  iranslaiioas  arbitraires  parallèlement  aux 
axes,  et  trois   rotations  arbitraires  autour  des  mêmes 
droites. 

3,  Diaprés  ce  qui  précède,  cbacune  des  équations  (A) 
doit  être  satisfaite  identiquement  à  une  époque  qucicon- 
que,  lorsqu'à  la  place  de 

on  met 

z-t'O,     «'•f-a,     jT^H-rt, , 

A  étant  une  translation  commune  à  tous  les  points  paral- 
lèlement k  Ox  si  le  système  est  libre.  Donc,  dans  cette 
hypothèse,  on  doit  avoir  l'identité 

_ JL      dh      dh 
'    "*  ~~  dx  '^  dif '*'  dx"  ' 

et  anssi  les  deux  suivantes  : 

</L      </L      dl. 


2rfL 


Q=: 


dh     dh     dh  . 


2  (IL. 

4.  Douiions  à  présent  une  rotation  a  autour  de  O  j:;  y 
et  z  varient  seuls ,  et  si  nous  nommons  r  la  projection  de 
OA  sur  le  plan  y  Os,  ^  l'angle  de  cette  ligne  avec  Oy, 
nous  avons 

y  =r  cos f ,     »■=  r sin^ . 

Donc  la  rotation  a  fera  varier  j'  et  2  de  qtiantiiés  oi, 
dy  données  par  les  équatioiks  [*\ 

(•)  C«r 
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Donc,  si  )e  système  en  libre,  l'équalion  L  = 
tiguement  sntisfaite ,  quand  à  la  place  de 


y-î-.,  .'  +  /., 


nous  mettrons 

jr — sa,    s+j'a, 

ainsi  donc  nous  devrons  avoir  l'identité 


^ /    dL        rfL\ 


2/    dL  rfL\ 

9.  En  résumé,  U  liberté  du  syst^e ,  telle  que  nous  l'a- 
vons déBnie ,  est  caractérisée  par  les  six  équations  suivan- 
tes, qui  doivent  être  des  idcsitités  : 
2rfL 

2/   dL         rfL\ 
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pour  rà]uatîoii 

L=30, 

et  par  six  ideniités  semblables  pour  ctiacun<'  des  anim 
équations 

M  =  o,     H  =  o,...  . 

(î.  A  l'aide  des  relations  précédentes,  on  voit  déeonler 
iiaturellemenl  les  principes  généraux  des  équations  fon- 
damfmtales  de  la  dynamique 


lit'  "              dr  '^  dy 

d'à        ,  ,  </L  dH 

di'                     dz  di 

d'^-      „,  ,  dh  dU 


que  l'on  déduit  du  principe  de  d'Alembert  combiné  avrr 
celui  des  vitesses  virtuelles,  ou  que  l'on  démontre  dircr- 
tement  ainsi  que  M.  Pciusot  l'a  fait  dans  une  note  placée 
à  la  fin  de  son  admirable  Statique. 

1°.  Ajoutons  membre  à  membre  les  équations  relatives 
aux  coordonnées  de  même  nom,  il  vient 

mais  eu  nommant 
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les  coordonnées  du  ceotrc  de  gravité,  M  U  somme  àeê 
raassL-s,  i>i  en  admettant  que  le  syslème  soii  libre,  ces 
équations  conduisent  à 

O'esi  de  In  que  l'on  déduit  le  principe  du  mouvement  du 
centre  de  gravité. 

On  voii  qu'il  a  litm  pour  un  système  libre;  mais  on 
voit  qu'il  est  encore  vrai  pour  un  système  qui  ne  serait 
qu'imparfaitement  libre,  c'est-à-dire  qui  ne  satisferai! 
<[u'aui  équations  de  IranslalioD 

2dL         _</L         _dL 
dx*     ''~'^'      °~  de  ' 

3°.  Multiplions  les  équations  (C)  respectivement  par 

xdx,     mfy,      itts,     i€tx' , . . , , 

ajoutons,  il  viendra 

^rf2«( :ip — } 

=  '^{\dx  +  Ydj  +  Zde)  -1  —  dt  -. . . ,. 
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D'où  l'on  voit  que  si  L,  M,  etc.,  ne  contîennmt  pas  le 
temps  explicitement,  OD.obtient 

d'où 

C'est  l'équation  des  forées  vives.  On  voit  qu'elle  a  lieu 
pour  tout  système  libre  ou  non  libre,  pourvu  que  les 
équations  de  conditions  (A)  ne  cootiennent  paa  le  temps 
explicitement. 

3°.  Des  éqoaUoQs  fbndamenules  (C)  nou3  lirons  oi- 
core  par  une  combinaison  connue  : 

"*y  dt'~"  de) 
et  si  le  système  est  libre  : 
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De  là  on  tire  le  théorème  des  momonts,  ei,  daiii  on  c« 
particuUer,  le  principe  des  aires. 

Ces  équations,  coinine  on  voit,  ont  lieu  dans  le  cas 
même  où  le  système  incomplëtenient  libre  pourrait  tour- 
ner autour  de  l'origine  après  sa  sol idi Gestion. 

En  comparant  les  démonstrations  précédentes  à  celles 
des  Traités  usuels  de  Mécanique,  elles  nous  semblent  pré- 
férables, d'ab««i  parce  qu'après  avoir  établi  les  équations 
du  mouveiaent,  il  est  naturel  d'y  chercher  toutes  ses  pro- 
priétés géoérales,  ensuite  parce  qu'on  aperçoit  très-bien 
par  notre  voie  les  conditions  précises  que  le  système  doit 
.  i-emplîr. 

7.  Nous  pouvons  nous  demander  à  présent  quelle  com- 
position supposent  pour  les  équations 
L  =  o,     H=:o,..., 

i-elalivement  aux  coordonnées,  les  CMidilïons  (B)  diffé- 
rentielles de  liberté  du  système. 

Pour  résoudreceproblème,  il  sn(Bcd'inll%rer  les  équa- 
tions (B)  aux  dérivées  partielles;  mais  on  parvient  au 
même  but  plus  facilement  peut-être  en  suivant  la  marche 
que  nous  «lions  indiquer. 

A  un  instant  quelconque ,  la  forme  du  «ystème  est  dé- 
terminée, si  nous  nous  donnons  les  trois  côtés  du  trian- 
gle AA'A";  puis  les  distances  à  ces  trais  sommets  de 
chacun  des  autres  points.  Si  actuellement  nous  nous  don- 
nons la  position  du  triangle  AA'A",  le  système  sera  dé- 
terminé de  forme  et  de  position.  Or,  pour  placer  le  trian- 
gle AA'A",  il  suffit  de  connaltj^  les  trois  coordonnées  x, 
/,  z  du  point  A ,  deux  coordonnées  x',  y'  de  A',  une  coor- 
donnée x"  de  A",  puisqu'en  vertu  des  distances  connues, 
il  existe  trois  équations  entre  les  coordonnées  des  points 
A ,  A'  et  A".  Donc  en  posant 

AA'  =  /»,     AA"  =  ry,     A'A"  =  /-,     AA"  =  j,..., 
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OD  aura  enire  ks  coordoonëe*  x,  y,  z,  x',  etc.,  et  les 
distaoces  p,^  ''>  f ,  etc. ,  3n  —  6  relations ,  d'où  I'od  ti- 
rera 3n  —  6  coordoDoées  en  fonction  des  six 

*,    X,    »,    ^,  y,    x". 

Substituant  dans  les  équations 


ckacune  deviendra  dans  son  premier  membre  fonction  de 
ces  six  coordonnées  et  des  distances /i,  ç,  r,  etc.,  de  sorte 
qu'on  aura  en  particuKer 

o  ^L  =  F{j:, /,  I,  j/,y,  x",  p,  q,  r,...). 

Actuellement  supposons  le  système  libre,  donnons-loi 

les  mouvements  arbitraires  dé\k  indiqués,  et  observons 

qu'après  la  solidification  p,  q,  r,  etc.,  ne  changent  pas; 

nous  obtiendrons  les  identités 

dl.       rfL       dl. 


dl 


djT 
.dL 


De  la  quatrième  nous  t 


(.,Cr^-.^-o 
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et  comme  on  peut  toujours  choisir  un  système  d'axes  tel , 
que  z  —  z'  ne  soit  pas  constamment  nul ,  on  voit  que 

rfL_  rfL_ 

Des  deux  dernières,  on  tire  alors 


par  suite 

ffl.  f/L  dL 

-;-:=o,      — -y^O,      mï=  "■ 

Dont  enfin, 

Un  système  défini  par  les  équations 

L=:o,      M^O,.  ..  , 

sera  libre,  si  ces  équations  ont  lieu  senlement  entre  les 
fonctions  des  coordonnées  qui  déterminent  la  forme  du 
système,  sans  déterminer  sa  position  dans  l'espace. 


APPUUTMN  H  LA  NOUVSLLK  ANALYSE  AUX  SURTAGIS 
lli  SSCORD  ORDRE 


P«  M.  PAINVIH, 
Docteur  è>  Sciences. 


25.  Comme  application  des  théorèmes  qui  précèdent, 
je  vais  donner  les  caractères  auxquels  on  reconnaît  qu'une 


b,  Google 


(  458) 
surfice  du  second  ordre  est  de  rcvoluiion,  en 
aux  axek  une  direclîon  (]iielcon<|iie. 
Soit 

!a„  r]  +o■]-I^J-t-OlJJ3  -t-(i„x'  +  a*»,, 
+  aa,!  J^i  jTi  +  2<?.,  X,  X,  ■+■  2«i, 

l'ëquation  d'une  surface  du  second  ordre,  et 

+  ae„  .r,  j-,  -t-  2fi,  «,  jrj    -h  at,.  . 
4-  2  c,.  «,  X, 

l'équation  d'une  spbère. 
Nous  avons  posé 

.  C„  =  C],  ^  COS  (;t,,  :t,)  ; 

'■ii  =  e„  =  coa  (j.,:e,); 
%  =  Cj,  ^  co»  (*„  Jr,); 

=  Cl>  ^  M,  «1,  +  ">>  +  "Il  Cfl  i 


daus  ces  birnuiles,  r  désigne  le  rayon  de  la  sphère,  el 
( — m,, — m,,  —  m»)  les  coordonnées  de  son  centre. 

L'équation    la    plus  géntjrale  des  surfaces  du   second 
ordre,  passant  parrinterseciion  de  la  sphère  et  de  la  sur- 
face proposée,  sera 
(4)  ,  +  iF  =  o. 

Or  la  condition  uéuessairo  el  suOQflantt!  pour  i|Uc  U 
Kurface  représeMwi!  par  l'équalton  (  »)  soit  (le  révolution. 
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est  que  la  surface  (4)  se  réduise  à  deux  pUu  parallèles  ; 
car  alors  les  intersections  de  la  surface  du  second  degré 
parla  splière  variable  (3)  se  composeront  d'une  série  de 
cercles  parallèles;  et  le  lieu  des  centres  de  ces  sphères 
sera  l'axe  de  révolution. 

En  appliquant  k  l'équation  (4)  les  conditions  énoncées 
au  n"  21  pour  que  l'équation  du  second  de^ré  représente 
deux  plans  parallèles,  on  obtient  les  cinq  relatîoi»  sui- 
vantes : 

la,, -ni        a„+lc„\_ 

j  «M-t-X     ■  «„+Xc„  j  __ 
1  «ji-t-ic,,  ajj+i      I 


(5) 


a„-^l       a„  -y-\e, 


*-U, 


fljl-l-l         Oj,  +)ic„ 


26.  Les  deux  premières  des  équations  (5)  donnent 


(6) 


^(«„^-i)(<»„-l-^)=(«,=  -^-^c„^ 


Si  l'ou  développe  la  troisième  par  rapport  aux  éléroents 
tieta  troisiAme  colonne,  puis  qu'on  ait  égaid  à  la  pre- 
mière des  équations  (5),  et  aux  relations  (6),  il  viendra 


l-i)(«,. 
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Nous  obtenons  ainsi  les  trois  relations  détînitîvt 


(7) 


H)(o„ +  »)  =  (.„  + le,,)', 


K +  »)("..  +  »)  =  («. +  i«J', 

1  (*.  +  l)(.„+l)  =  K+l<..,)M 
qu'on  pourra  remplacer  par  les  trois  suivantes  : 

(  (fl»  -)-  i)  (<I„ + u„) = (a„ + ic„)  (a„ + u,,}. 

L'élimination  de  X  entre  ces  trois  relations  conduii-a  i\i\ 
lieux  équations  de  condition  nécessaires  et  suFlîsaiilcs 
pour  que  la  surface  représentée  par  l'équation  (t)  soît  de 
révolution. 

Ces  équations  d'ailleurs  se  présentent  sous  une  forme 
assez  compliquée,  et  il  est  préférable  de  conserver  les  re- 
lations primitives  [7)  ou  (8). 

En  introduisant ,  dans  les  rdalions  (8) ,  l'hypothèse 

on  i-etrouve  les  équations  connues  dans  le  cas  des  axts 
rectangulaires. 

27.  Développons  maintenant  les  deux  dernières  équa- 
tions (5).  La  quatrième  donne 

<»■-•■•' i::î: 

Si  l'on  remarque  que  le  dernier  détcrmioant  est  nul.  ri 
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qu'on  ait  égard  aux  relations  (7)  ou  (8),  H  vient  après 
réduction 

(9)  («.'  +  1)  («»  H-  i^.')  =  ("n  +  1'")  ("H  +  l''")- 

On  trouvera  de  même,  eu  développant  la  dernière  des 
équations  (5), 

(10)  [a.,  +  1)  {a.,  +  U^)  =  («,.  +  U,,}  (a..  +  U,.). 
Ces  deux  dernières  relations  peuvent  s'écrire 

flu  +  lCii  "h  +  ^Cm Oh  4-  >Cm 


(II) 


hic, 


Or  la  sphère  (a)  a  pour  coordonnées  de  son  centre 
{ — nii,  — nii, — rna);  on  obtiendra  donc  le  lieu  des 
rentres,  ou  les  équaUons  de  l'axe  lio  révolution,  en  rem- 
plaçant, dans  les  équations  (11),  m,,  m,,  mt  respective- 
ment par 't  — ^, ^;  les  c,„  C|(,  c«>  étant  définis 

*  X,        X,         X,  '       ' 

par  les  relations  (3).  On  trouve  ainsi 

11(.ri+C|, x,-+e„ x,)—a„  j.  _  J  (cj.  x,-t-x,+Ca  j,)  — a,, x, 
_\{^,.x.+c„x,  +  x,)~a,.x^_ 


la  quantité  il  est  déterminée  par  les  équations  {7)  on  (8). 
La  tuile  proehainfinem. 
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SOLUTION  K  U  «UKSTIM  410 

(•«Ir  ,.  «nu 
Pu  H.  H.  DE  CHARDONNET. 


Je  mène  uu  plan  perpendiculaire  à  la  droite  donnfe. 


Par  son  point  d'intersection  avec  celte  droite ,  je  mène, 
dans  ce  plan,  une  droite  qui  en  rencontre  les  traces  à 
^ale  distance  de  part  «  d'autre  du  point  d'intersection. 
Ces  nouvelles  intersections  apparlîenoent  évidemment 
aux  traces  du  plan  cherché,  traces  qui  coupent  la  ligne 
de  terre  au  même  point  que  les  projections  de  la  droite 
donnée. 

Construction  graphique. 

Je  mène  te  plan  (P'^P)  perpendiculaire  à  la  droite  don- 
née {aa')  et  je  cherche  l'intersection  (mm')  de  cette 
droite  avec  le  plan  (PP')  par  les  moyens  connus.  Je  fais 
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touTtier  eiiHiile  le  plan  (PP')  autour  dn  la  trace  P'.  Le 
poÏDt  (mm')  se  rabattra  mu-  le  point  vertical  en  m, ,  sur 
ta  projection  a'  (perpendiculaire  à  P') ,  et  à  une  distance 
m,  IN,  de  la  charnière  P'  donoée  par  l'hypoténuse  d'un 
triangle  rectangle  ayant  pour  càtés  m,,  m',  et  la  distance 
mp  du  point  (mm')  au  plan  vertical.  Le  point  h  de  la 
trace  P,  qui  se  projette  verticalement  en  a,  tombera  de 
même  en  r, ,  sur  la  projection  a'  k  une  distance  de  P' 
donuée  par  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  ayant 
pour  c6tés  ah  et  am».  Ces  deux  triangles  auxiliaires  se- 
ront construits  sur'la  figure  même  en  m,^m'  et  miya. 
Menons  dr, ,  rabattement  de  la  trace  P.  Par  le  point  m,, 
on  tracera  m, ,  n,  parallèles  à  P'  ;  puis  on  prendra  sur  la 
ligueur,,  Ji  partir  de  son  intersection  n,  av(!c  m, n,, 
n,Cià=  n,.  On  mènera  ensuite  la  droite  C, m,  qu'on 
[HToloDgera  jusqu'à  la  rencontre  B  avec  V  ;  enlïn  on  por- 
tera iCi  en  âC  sor  la  ligne  P  et  on  joindra  Ca.  On  aura 
aimi  la  trace  lioriEontale  Q  du  plan  cherché  :  la  trace 
verticale  Q'  s'obtiendra  en  joignant  ah. 

Note.  MM.  Dollé  (Charles) ,  ex-élève  du  collège  de 
Compiègne,  Moncomble  (A.),  élève  du  lycée  de  Douai, 
ont  adressé  la  même  sointioq. 

M.  Dislère  (Paul) ,  élève  du  lycée  de  Douai  (classe  de 
M.  David),  fait  usage  des  plans  de  rabattement,  unique- 
ment pour  montrer  un  emploi  de  ce  procédé. 


SILilTIdN  K  LA  «UBSTION  458 


P*B  M.  A.  CORNET, 

Étèic  (lu  lyc«u  Sainl-UuiB  (claue  ds  M.  B 


I  =L.2quandn(lev. infini. 
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3  'effectue  successivement  les  dïnnons  de  i  par  n  +  i , 
nH-  2)  n  +  3,...,  an  et  j'obtiens 

I  I       a.   a"      a'  .    ^  

i.    ^ 


Je  dis  maintenaut  que  la  somme  des  termes  d'une  co* 
lonne  verdcdle  quelconque  des  seconds  nombres  a  pour 
limite  une  fraction  dont  le  numérateur  est  l'unité  et  le 
dénominateur  l'exposant  de  n  au  dénominateur  commun  ■ 
tous  les  termes  de  cette  colonne  verticale  ;  ainsi  la  somme 

de  la  (z'-l-i)'*"'  colonne  verticale  a  pour  limite 

quand  n  alimente  indéfiniment. 

En  eflei,  ces  termes  ont  pour  numérateurs  les  n  pre- 
miers nombres  entiers  élevés  k  la  puissance  p  ;  leur  déno- 
minateur commun  est  nf^'  ;  leur  somme  est ,  d'après  une 
formule  connue, 

Les  quantiiés  S^., ,  S^.].  etc.,  sont  les  sommes  des  n 
premiers  nombres  élevés  à  la  puissance  p  —  i,  p  —  3,  etc.: 
elles  sont  du  degré p,p  —  1,  eic,  en  n;  donc  en  divisani 
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haut  et  bas  par  n''**,  il  vieiit 


1-^    "'     "    " 


Quand  n  tend  vers  l'infiui ,  on  a 

D'après  cela,  quand  n  tend  vers  l'infini,  la  somnie  de 

) — — — h- -H )>  qui  e»t  ëgale  à  la  somme 

de  toutes  les  colonnes  verticales,  tend  vers 
I       I       I       I       I 

qui  est  le  développement  de  L. 3.  c.  q.  f.  d. 

Note.  Cest  une  conséquence  de  la  question  453  ;  en 
effet  lorsque  n  est  inûni,  les  deux  limites  deviennent 
égales;  et  alors 

1  +  ^  +  1+     .+  ^  =  Iogn, 
formule  connue  (le  terme  -  a  été  oublié) ,  et  aussi 


:  (le 


La  soustraction  donne 

--i— -t- -—  +.,.+  —  =  logA     {pourji  =  oo). 

[Commoniqué  jiar  M.  Limcui  (*).  j 

{*]  La  WT(iit  aHthmologue  fera  paraître  inceauiuiDaDt,    par  reuilles, 

dea  eiercicea  inr  la  théoris  dot  nombrea,  qui,  par  das  tehelons  babi- 

lement  placéi,  mèneront  ta  lecteur  aiiu  fttl^e  da  (ol  au  faite  da  l'é-' 

djBo;  ouTragB  utile  aui  élëxei,  ÏDdiipeuaahle  ans  prorestenn  jAûbx, 

inii.  it  Utihinuiiqmi,  t.  XVII.  (tMeembre  iSSS.)  3o 
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TABLI  NS  MATlteRS  PAR  •MRI  ifiTini«tIR. 

(T0MEX.T11.) 


Pipa. 
Nombn  da  racinta  rëellea  da  l'équKlioD  A  liD  >  +  B  (  qQMtioD  d'ad- 

miBBion  k  l'£coIe  Polytechoique) ii 

Note  inrla  ■olutian  ds  celle  quaitioii;  par  M.  Famuoii 106 

Tbéorime  anr  les  racines  dm  dériTéei  d'uae  éqnatioD(Praabet)i  par 

MM.  finllard,  Laifuière,  de  Coiney iJ6 

l'tant  doDoèe  l'équation 

(!■+,■ -,-^_3i7*)(x"-(-r'*-i-£"_îx'r'«')  =  V-t-t*  +  r. 

IronTer  lea  laleura  de  X,  T,  Z  en  funclion  de  x,  r,  *,  x',j',  %' 

(parles délsnnioaals);  par  MM.  SouilUri,  ÊmlU  liailiiru i$i 

Recherche  des  racines  d'une  équation  tranacendanle  (Programme 

officiel);  par  H.  Gerono 199 

Propoiitiop  relalire  aux  équation*  trangeendantca  (sympiamea  de 

radnesréeDea);  par  M.  Grroiio Mi 

Sûr  l'équation  aux  carrés  des  difTérencea  dea  racines  d'une  équation 

du  quatrième  degré;  par  M.  Uichuel  Roberu 16S 

Sur  la  réalité  des  trois  racine»  de  l'éqnation  «"-f-pT-l-î^  o;  par 

1H ,  Gfrono 1S1 

DcmoDSlration  de  lldenltté  ^-^ -'  — ^î—  -»-...,   elc.j  par 

M.  Brauh 196 

Théorème  de  M.  Tchebychcw  aar  cerUines  limites  de*  raeiDea  d'une 

équation  (  question  ^^  )  ;  par  M.  ^  FoMU îî« 

Réaolulian  des  équations  do  quatrième  de(;ré;  par  H.  Lcte^iM 396 

Remarqoe  sur    la   résolution   dos  équations  biqaadra tiques;    par 

M,  Arontiold.  (Traduction.  ) 3gi 

Sur  l'équalion  au  carré  dea  difTérencea  des  racines  d'aoe  équation 

de  degré  ni  par  M.  Michael  RoherU 41" 

Sur  les  solutions  communes  à  n  équations  entre  (a+  1]  ineonnueai 

par  M.  Betii.  {\o\T  Bulletin,  p.  36.) 

Aiaiju  ii^éknJBJe;  trittaoUgit  ;  ArilhaAîfit. 

1  ncine  cubique;  par  M,  Fortitier 3 
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L«  produit  àa  quatre  nombres  comécutife  ne  peut  ttra  un  carié; 

paiM.fTA.G 98 

Nombre  de  soluliona  d«  l 'équation  lu-t-ltr  ^n  ;  par  M.  L.  Rtiticod.    116 

SolaUoD  de  H.  Hernilte;  parle  BUactear  (')...;. ,. 117 

Eilraetion  abrèges  d'une  racine  cubique  .  par  M.  Angelo  denotehi. .     |36 

NoteaurrarlicIedeM.  Foreatief i3g 

Eilraction  abréBéedela  racine  carrée;  par  M.  £.  Calalan. i3i 

NolednRéatctenr(BobiH)erel6ergoDne) iîî 

Théorème  inr  le  produit  de  pluaieura  nombres  consécnlib;  par 

M.  Emile  Mathieu j3 

Dana  les  groupes  1,  3,  S,  7,  9,  11,  etc.,  la  somme  des  nombres  dana 

chacnnealuncube;parM.  Gerona Î51 

Détermioatlon  de  trois  nombiee  enliera  dont  la  aomme  est  égale  an 

produit;  par  M.  Gerono 36» 

Sur  la  loi  générale  des  reelei  des  puÏManoe»;  par  M.  Kamnter.  (Voir 

Bulletw.  p.  64.  ) 
Problème  de  posilion  relaliC  à  la  lliéorio  des  nombres  ;  par  M.  Bau- 

nintoy^iky.  (Voir  BulUiim,  p.  66,  ) 

Aulyse  «ibiulainj  ùkà  ies  pnbibililJt. 

*   Chanees  d'un  coup  de  de  ;  par  M-  Chaonn 184 

Démonstration  d'une  Tonnale  eembiBaloire;  par  H.  Faure '    I48 

BtUnimlj;  Cmritib;  Inirinb. 

Tbnorâme  anr  des  déterminante  à  éléments  tr>(^nom étriqués;  par 

HH.  Êmitc  tfolAie-,  Faure,  Tardr  f_de  Génm) 18; 

Sur  nn  déterminant  s'snnulant  ;  par  le  Bédattfm- 1^ 

Sut  les  iniariants  ;  par  M.  lEr  Blerir -    3oi 

Note  du  Rédacteur Î04 

Application   des  déterminants   h   la   diseuasion  des  aBrTaees   du 

deniléme  ordre;  par  M.  Païaria. 3^0 

Développement  d'un  certain  déterminant;  par  M.   Brjiwlri.  (Voir 
B«H.n,.p.37.i 

Cittil  iif lilésiaal  ;  Dfriiées;  SJtits. 

DériTées  d'expressions  eircnlaïres,  togaritbiniqiies  (Bertrand);  par 

H.  Emile  Mathim 11 

Nombre  égal  à  son  logarithme,  ..t i4 


>t  glissé  plusicnrs  Tantes  lypocraphïq'ic 
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ElodM  ntr  lea  foncUons  a*  —  z,  —  ,x» —  m' 17 

Limite  It^rithioiqae  d'une  ïérie  hannoniqne Ifii 

Sur  1«  foDclioiii  abélieDDCs  compléta  ;  par  H.  Brioidli.  (  Voir  Bai- 

UilH.  p.  3B.) 
Sut  une  intégrale  Bbélienne;  par/dccti.  (Voir  SkItMia,  p.  78.) 

GéHiélrie  élfanUire ,  Aéori^  et  fntàfu. 

Parle  lommet  d'un  trianEle,  mener  >ine  droite  telle,  qoe  lea  per- 
pendiculaires atuiaséea  dea  deux  antret  aommeU  lar  cette  droite 
forment  aTec  elle  deux  trtanglea  r«ctaaglea  cquifalents  (quection 

396);  par  M.  ChalliBt 9 

Théorème  mr  une  lérie  de  triangles  inscrita  lea  uni  dao*  lea  tutrea 
d'après  ans  certaine  lai  (qoeation    377);  par  M.   Richard  Om- 

menJi 19 

Théorèmes  lur  les  polygonal  à  démontrer  (décomposiUoD  de  polj- 

gouea  en  triangles  )i  par  M.  Faure St> 

Troisième  tolntion  delà  question  3g6;p>r  M.  L^roadaii S3 

Théorème  sur  trois  cercles  coupés  ortbogonalement  par  trala  luIre* 

eerclea  (question  195  );  par  H.  Dtvulf. 7g 

D«ui  triangles  ont  deux  aoglea  égaux  1  les  c6lés  opposés  éUnt  dm 
le  rapjMirt  dea  périmètres,  lea  triangtea  sont  semblablea;  par 

H.  Malinfaud il3 

Sur  la  station  da  la  plnnchetle;  d'après  M.  Peieri iSS 

Décrire  deui  cercles  touchant  deux  droite!  en  deux  poiaU  donné* 
et  dont  les  rayons  sont  dans  un  rapport  donné  (question  J3g)i 

par  M.  Ahetdt  BoischevalUer i-j") 

Note  sur  la  question  igS;  par  M.  Devrai/. 9( 

Quadrature   approchée  des  courbes   planes  (  question  3r)3)t   par 

M.  l.-Cli.  Bupain M7 

Théorème  aurle  quadrilatère  (question  337)  ;  par  M.  Legrandait. . .     119 
ObserraUons  rectiflcatiree  sur  le  cerde  coupant  orthoBonalemeot 

trois  antres  cercles;  par  M.  Laquiiit 93S 

Note  du  Rédacteur , 139 

Dana  un  hexagone  ABCDEF  Inscrit  dans  un  cercle,  on  a 

CF.BE.AD 
=AB.DE.CP  -t-  CD.FA.BE  -H  EF.rtC.AD  +  AB.CD.EF  -H  DE.FA.BC  1 

par  MM   À    Bergis,  Aiidantoii,  Brauh,  Chatliot,  Leaglier.  Brrmarj, 

Mendei.  Groavtlle lG3 

Déterminilion  du  volume  d'un  segment»  sphériqoe  k  une  base  en 

fonction  de  la  hauteur  du  segment;  par  M.  Gcrono 3oS 

Calcul  sur  un  quadrilatère  plan;  par  H.  Bordin 319 

Théorème  sur  les  polygones;  d'aprèa  M.  Otcor  Yeraer 3m 
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Pige». 
TbAortaie  anr  la  polygones  étollâ*iD«critadis(iineeoarh«rsTmé«; 

pirM.  CeroBo 35i 

Un  tbéorème  géométrique  de  Fetmit 356 

DétermiDatioii  des  angles  d'un  triangle  d'apréi  certaines  donnée* 

■tfr  le  n  JOD  du  cercle  inscrit  ;  pir  H .  Gérons J6a 

Segment  sphérlque  k  une  bue;  par  M.  Haï  Saial-Guerml ij3S 

TrigitiwélriepIiKClsphéri^e;  Aialju  cl  ligies  sftérifits. 


" " "" ™ "'"■3'  6'       '  5' T5' *"'  " 

Fonnules  rondamantilas  de  l'analfse  spbérique;  par  M.  Famuoit. . .  6S 

Triangles  et  polygones  sphérlqBes 99 

Petits  cerclai  et  grands  cerclas ,  fuseaiix  ,  aies  radicaui ifo 

Traniformation  des  coordonnées ,  rbombea  et  conrbes  sphérl- 

Problâmesel  théorèmes 309 

Coniques  apbérique* i4) 

Elltpee  ephériqae 3oj 

Figures  planes 176 

La  somme  des  trois  prodnils  qne  l'an  obtient  eo  multipliant  la  dis- 
tance du  centre  du  cercle  intcrit  k  nn  Iriingle  k  an  sommet  par  le 
sinus  de  l'angle  formé  par  les  distances  du  mfime  point  aux  deni 

an tree  sommets  est  on  maiimam  ;  par  M.  Gerono i5a 

Mote  du  HédacteoT i55 

Tbéorème  tondamental  de  la  Irlgouomëtrie  spbérîqne  ;  par  H.  ÉmiU 
Pauy ao8 

Limite  du  prodnit  cosacas-  cos  tCOB  0*  "  ï  PB'  M-  GeroiMi aSl 

Dirislon  d'uD  arc  s  eu  a  parUes  telles,  qne  le  prodnit  de  leurs  sinus 

soit  un  maximam  ;  par  M.  Gerono 364 

Délermination  d'nn  maximum  d'un  produit  de  tani^entes  dont  la 

somme  est  donnée;  par  IM.  Geroita 36S 

Eneori  dans  les  Tables  de  Callet  (  Voir  Balletin.  ) 

Gtovétric  seganUire. 

Tbéorèmes  sur  deni  figarea  bomograpblquM  plane*,  points,  droites, 
ceicles  bomolognes  ;  par  H.  Lafiite jS 

Note  relalire  k  quelques  propriétés  des  figures  bomograpblques  dan* 
l'espace  (points  et  droite»  bomolognes  ;  par  H.  Je  Jon^aiirei Si 

Traostonoalion de» propriétés  métrlqQCB  des  figure»;  par  M.  Faare.     376 

TraD*rorouUon  dca  relation*  d'aires;  par  M.  F»are. , .      38 1 

ir  deux  TaiBceaui  do  sept  rsTonipusianl  par  deux  sys- 
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lèmes  de  <ept  poinU  coTrMpondaiiU  (  qaesliun  196)1  par  H.  de 
Jei^uiit,, 3» 

Csiifaes  plues. 

DuM  onBConique,  le  rapport  Rnharmomque  du  faisceau  de  quatre 
diamètrea  eat  ^1  au  rapport  anbarmooiqus  des  quatre  diamètres 
reapectivemant  conjugués  ^qoeEtioD  394))  P"  ".  La^Miire 11 

Théorèmes  aur  certain!  rapports  conetanu  dana  les  coniquea  (cer- 
cles inscrits,  de  centres  silnéi  aur  l'axa  rocal);  par  M.  l'abbé 
Saaie ÏS 

PropHélës  de  deux  paraboles  tinirocales  et  s'entre-coupaol  orthogo- 
aalemeot  «t  loachant  deux  ellipseK  nnifocalesi  par  H.  l'abbé  Pe- 

n " 

ÉqnalionB  en  coordoonùes  ellip^ques  d'une  parabole  quelconque 
taDjiente  à  une  ellipse  donnée  et  donl  le  fojer  concorde  aTM  l'un 
des  fojera  de  l'ellipse)  psr  M.  l'abbé  Pepin. 60 

Cercle  déterminé  par  trois  points  et  hjperbole  équilatère  par 
quatre;  eiplicalion  parM.  fiEroRo 77 

Théorème  sur  les  axes  radicaux  de  trois  cercles  coupant  ortbogoiM- 
lemeot  trois  autre» cercles  (question  193);  par  M.  Dewulf. 79 

Théorie  de  deux  coniquag.  Équations  des  cercles  d'intersection .       83 

Conditions  d'un  triangle  inscrit  dans  une  conique  et  circon- 
scrit dans  une  autro  conique 85 

Sections  harmoniques  opërèei  par  deux  coniques 91 

Équations  de  deux  tangentea  à  une  conique 91 

Trois  pointa  ayant  mèmee  polaires;  par  M.  ShIihir 9I 

L'envel<)ppe  de  la  droite  qui  joint  les  projections  d'un  point  d'une 
ellipse  sur  les  deux  axes  est  la  développée  d'une  ellipse;  par 
MM,  Chaaton  et  Challiot ii3 

Connaissant  lea  deux  aies  d'une  ollipse,  construire  deux  diaraèlt«s 
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biant; pn  MM.  CormH,  G.  Ugrand^ii  m  Richard  O^ameadi.    ..    .      i;g 
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TMortme  >nr  deux  conique*  InKritea  dan»  un  Iriingle  (qnes' 
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loidM;  par  H.  Poudru |5S 
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TOME  Vlll. 
Page  III,  ligne  lo,  *■  heu  Je  p*,  liiet'^. 
TOME  XI. 
Page  ^6$,  ligna  5  en  ranoDUnl,  on  Heu  de  are,  iiici  aie 

TOME  XIV. 
P*ge  384,  l'E"*  ^>  o"  J""  ''»  3o4>  'f'«  39i-. 

TOME  XVI, 
Page  5i ,  ligne  i,  an  fim  de  intérieur,  liiei  eitérienr. 

Si  ,  ligne  ii  en  remontant,  'n  Jim  Je  biuexlricaa, 

67 ,  ligne  ij  en  remonUnt,  au  lin  de  (angante,  lùcj  tangente. 

iiS,  ligne  5  en  remontant,  au  lien  de  ia°,  liteii". 

390,  ligne  14,  au  li«B  Je  jj — ^"TY*'  '""  7^ ^"ÏT"' 

431,^  ligne  S  en  remontant,  eu  lieude  — 1  liu*  — - 

43a.  ligne  4,  au  UcadeJi,  U«i  B. 

43G,  ligne  7  en  remontant,  nu  lieu  Je  ax*,  liiei  «*', 

45o,liBnoi,aali™ifcfl(=-x),  £ù«i(a~x). 

45o,  ligne  dernière,  ait  Ilea  dea(_*  —  K),  liiet  xia  —  ie). 

^^o,  ligne  6,  OH  lieu  Je  algoriihmétlqne,  lltet  algoriibinlque- 

TOHE  xvn. 

Page  49i  ligne  a,  ■■  lieu  Je  nn  même  point,  litei  troia  mtaiei  point 
4g,  ligne  8,  au  lira  Je  une  même  droite,  lûea  iroia  mtmea  dro 
87,  dernière  ligne,  aulieaje-j-,  bu* —■ 
87,  derniire  ligne,  aa  lieu  de  ^,  lite,  ~ 
q4i,  ligne  a,  eu  lieu  Je  Heilermann,  luet  Hellerniann. 
apg,  ligne  i4,   bu  lieu  Je  r.,  •„  Hie* r,,  u^ 

3oo,  ligne  13,  ea  lieu  <b  IIlËi] -k,  Jim*  iT'^')=. 

P  P 

3d3,  ligne  loen  rem.,  au  lieu  de  ^{ue  —  h'),  luea  4(ac— t*j(tW^ 
441 1  ligne  7 ,  an  lieu  Je  ^  —  3,  litet  ■  —  s. 
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Elévedis  d'Algèike,  à  l'usage  des  candidats  au  bacca- 
laurëal  es  sciences  et  aux  écoles  spéciales,  par  Eugène 
Roucké,  ancien  élève  de  l'Ecole  Polytechnique,  pro- 
{«sseXir  au  lycée  Charlemagne.  In-8  de  xiv-a86  pages. 
Paris ,  Malle t-Bachelier,  libraire.  Prin  ;  4  francs. 

D'après  IVL  Lamé,  parmi  les  élèves  qui  suivent  les 
«ours  de  mathématiques  des  lycées,  un  tiers  appoite 
toute  l'ailentio»  nécessaire  pour  profiler  de  ce  genre  d'é- 
tudes. Ce  premier  contingent,  qui  peuple  seul  les  diverses 
écoles  générales,  s'y  fractionne  eucorc  une  fois  sous  le 
point  de  vue  de  l'aptitude  mathématique:  là  le  quart 
des  élèves  étudie  les  sciences  exactes  avec  goàt.  M.  Rou- 
ché  a  écrit  dix-sept  chapitres  pour  le  bon  tiers  et  quatre 
pour  l'excellent  quart.  Le  professeur  développera  en 
chaire  les  dix-sept  premiers  chapitres  et  réservera  les 
autres  pttur  l'auditoire  choisi  de  la  conférence. 

Préférez  dans  l'enseignement  les  méthodes  générales, 
disait  Laplace  aux  élèves  de  l'Ecole  Normale,  aiiachcz- 
vous  à  les  présenter  de  la  manière  la  plus  simple,  et  vous 
verrez  en  même  temps  qu'elles  sont  presque  toujour:«  les 

BuUeim  maih^mmi^ut,  l.  IV.  (Jinvier  iH.W.)  J 
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plus  faciles'.  M.  Rouché  a  suivicet  excellent  conseil,  ce 
qai  ne  Vempëcbe  pas  à  l'occasion  d'indiquer  des  artifices 
propres  à  des  cas  parùculiers. 

L'idée  d'appliquer  la  géométrie  i  l'alg^re  est  astex 
simple  pour  être  introduite  dans  les  éléments ,  et  en  cela 
l'auteur  s'est  montré  selon  nous  très-judicieux ,  et  nous 
avons  été  d'autant  pinssatisfait  à  la  lecture  de  cecbapiire, 
que  nous-mëme,  précisément  à  propos  des  mazimnans, 
avons  l'habitude  dans  notre  enseignement  de  donner  ces 
notions  de  l'emploi  des  coordonnées. 

Cbaque  règle  est  suivie  d'un  exemple  qui  en  fixe  le 
sens;  nons  citerons  parmi  les  problèmes  du  livre  celni 
des  courriers,  de  la  division  en  moyenne  et  extrême,  de 
Pappus,  dnc6ne  circonscrit  à  la  spbère,des  pompes,  des 
puits,  des  lumières ,  problèmes  bien  anciens,  mais  que 
l'on  peut  rajeunir  par  l'erposition. 

Il  est  en  algèbre  un  point  délicat  sur  lequel  on  a 
longtemps  disputé  et  sur  lequel  on-disputera  peut-être 
toujours  :  je  veux  parler  des  quantités  négatives.  Une  des 
théories  qui  nous  ont  le  plus  séduit  est  celle  que  M.  Du- 
hamel exposait  dans  ses  Leçons  k  l'Ecole  Normale  et  i  la 
Faculté  des  Sciences ,  et  qui  est  en  partie  reproduite  dam 
les  jilgèhres  de  M.  Benrand  et  de  M.  Ç-uilmin.  M.  Roucfaé 
nous  semble  être  de  la  même  école  [voir  la  Note  à  la  fin)- 

Nous  le  félicitons  enfin  d'avoir  semé  son  livre  de  no- 
tions historiques.  L'expérience  nous  a  appris  que  les 
élèves  écoutent  avec  intérêt  tes  détails  biographiques ,  et 
puisque  M.  Rouché  sollicite  les  observations  de  ses  ccd- 
lègues ,  nous  nous  permettrons  de  demander  ti-ois  lignes 
pour  chaque  nom  propre,  placées  au  bas  de  la  page  et 
indiquant  la  naissance,  la  mort,  les  principaux  ouvrages 
del'auieurcité. 

J.-Cb.  Dupain, 

Af-irg*  An  Scicnr«. 
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Note  du  Rédacteur.  L'homme  ne  peui  rïen  créer,  ne 
peut  rien  anéantir.  Ces  deux  pouvoirs  n'appartiennent 
qu'à  Dieu.  Notre  zéro  est  un  objet  conventionnel.  On  peut 
prendre  pout-  zéro  tel  instant  de  temps  que  l'onveut: 
«lors  toutes  les  années  de  l'avenir  deviennent  positives, 
celles  du  passé  négatives.  C'est  la  théo^e  de  M.  Hamïl- 
ton,le  célèbre  géomètre  de  l'Irlande  (^].  On  peut  placer  le 
zéro  i  teLpoint  de  l'espace  que  Ton  veut:  alors  dans  une 
direction  les  distances  sont  positives ,  et  dans  la  direction 
opposéenégatives.  On  peut  regarder  comme  nulle  telle  po- 
sition de  fortune  que  l'on  veut.  Il  est  possible  que  M.  de 
Rothschild  considère  comme -n'ayant  rien  un  homme 
qui  ne  possède  qu'un  million.  Alors  tout  ce  qui  est  au- 
dessus  est  positif  et  tout  ce  qui  est  au-dessous  négatif.  On 
dit  même  dans  le  langage  ordinaire  d'un  homme  endetté 
qu'il  est  au-dessous  de  ses  affaires.  Les  opérations  sur 
les  quantités  négatives  sont  donc  aussi  claires,  aussi 
réelles,  aussi  certaines,  aussi  ïndispeusables  que  sur  les 
quantités  positives.  Vouloir  n'agir  que  sur  celles-ci  et 
ramener  les  résu]tats  négatifs  à  des  conventions  en  vue 
de  je  ne  sais  quelle  généralisation ,  c'est  détruire  la  cer- 
titude apodictique  de  l'algèbre,  c'est  la  réduire  à  une 
méthode  contingente,  c'est  rétix>grader  jusqu'aux  Arabes, 
aller  de  six  siècles  en  arrière.  Assez  de  gens 's'attellent 
pour  ce  but  au  char  de  la  raison,  en  philosophie,  en  littéra- 
ture; ne  les  imitons  pas  en  mathématique. 

Une  logique  rigoureuse,  la  recherche  et  l'amour  de 
la  vérité  pour  dle-mème,  forment  la  partie  morale  des 
mathématiques,  qui  par  là  appartiennent  essentiellement 
à  l'école  stoïque.  Offrir  À  la  jeunesse ,  au  début  de  la 
vie,  des  applications  uti/cj/  des  méthodes  Sapproxima- 
tion^  comme  objet  principal  d'étude,  c'est  dénaturer  le 
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but  de  l'éducation  et  peut  avoir  de  funestes  résultab. 
Toutefois ,  il  ne  faut  pas  confondre  cette  rigueur  avec  ta 
maoie  démonstrative,  qui,  se  défiant  du  sens  commun, 
enlive  au  lecteur  toute  spontanéité.  Est-il  bien  néces- 
saire de  prouver  que  lorsqu'il  faut  ajouter  la  quanûlé 
A  au  polynAme* a+  b  -t-  c-h  d,  il  est  permis  d'écrire 
A  +  o-f-  6  -h-c-l-^i'd'établiV  comme  corollaire  que  (a')'' 
et  {a^y  étant  tous  deux  éqnivalents  k  an^  donc  ils  sont 
égaux,  et  autres  propositions  analogues  sur  tes  égalités  et 
les  inégalités  ?  Savoir  ce  qu'il  ne  faut  pas  dire  est  un  art 
difficile,  qu'on  rencontre  rarement. 

Les  questions  proposées  par  M.  Roucbé  sont  d'un  bon 
i-boix ,  dans  le  genre  de  celles  qu'on  Ut  dans  les  traités 
de  MM.  Bertrand  et  Catalan.  Nous  garantissons  aux  élèves 
qui  s'exerceront  à  résoudre  ces  questions  qu'ils  devien- 
dront fortj.  Il  s'y  est  glissé  quelques  fautes  typi^ra- 
pbiques  non -indiquées.  Ainsi  page  i63,  question  de  la 
pompe,  on  lit  au  bas  L  (H  —  ^^{l — x),  il  faut 
4  (H  —  x)  [l  —  x),  faute  qui  se  reproduit  à  la  page  sui- 
vante. A  la  fin  de  celte  solution  (p.  i£4)i  ou  lit  :  puis , 
en  multipliant  x  par  la  hauteur  troutve,  etc.:  il  y  a  ici 
quelque  omission. 

L'auteur  donne  pour  1rs  découvertes  principales  des 
dates  et  des  notions  historiques,  ce  qui  6te  la  fatigue 
fastidieuse  que  fait  subir  l 'accumulation  continue  de  théo- 
ries sur  théories ,  théorèmes  sur  théorèmes ,  formules  sur 
formules.  L'introduction  du  point  pour  désigner  la  mul- 
tiplication est  de  Leibnitz  et  non  de  Jean  Bemoulli. 

En  résumé,  nous  applaudissons  avec  M.  Dupain  k 
l'apparition  d'un  ouvrage  qui  porte  le  cachet  du  progrès. 
[Vous  signalons  encore  comme  progrès  la  publication  pro- 
chaine des  Tabifs  de  Logarithmes  de  Gauss  par  M.  le  pro- 
fesseur Hoiicl,  savant  auteur  d'une  savante  thèse  mit  le» 
équations  Hamilton. 
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£i.iMENTS  D'AntiauÉTiQUE,  à  l'usage  des  candidats  a» 
Baccalauréat  es  Sciences  et  aux  Ecoles  du  gouvcroe- 
meuf,  par  M.  Lionnet,  agrégé  de  l'Université,  profes- 
seur de  mathématiques  pures  et  appliquées  au  lycée 
impérial  Louis-le-Grand ,  examinateur  suppléant  d'ad- 
mission à  TEcole  Navale.  3*  édition,  rédigée  con- 
formément au  Programme  officiel  des  lycées  ^  autorisée 
par  l'Université.  Paris,  Mallet-Bachelier,  imprimeur- 
libraire,  1857;  io-8  de  viii-aii  pages.  Prix  :  4  francs. 

Les  ouvrages  suivants  présentent  une  remarquable  lon- 
gévité littéraire: 

L' jirithmétiijue  en  sa  perfection,  mise  en  pratique 
selon  Vusage  des  financiers,  banquiers  et  marchands , 
contenant  une  ample  et  familière  explication  de  ses 
principes  tant  en  nombres  entiers  qu'en  fractions  ,■  ai^c 
un  traité  de  Géométrie  pratique  appliquée  à  l 'arpentage 
et  au  toisé ,  tant  des  superficies  que  des  corps  solides,  et 
un  -abrégé  d'Algèbre,  suity  de  quantités  de  questions 
non  moins  curieuses  que  nécessaires.  Sixième  édition  , 
par  F.  Le  Gendre,  arithméticien,  A  Paris,  ches  l'au- 
theur,  rue  Chanverrerie ,  aboutissant  en  rue  Saint-Denis, 
■vù-à'Vis  là  Reyne  de  Pol<^m.  MDCLXXU.  ln-4  {*), 

Là  1"  édition  est  de  1646,  îd-4;  la  to'de  Lyon,  1691, 
in-4.  Dans  le  xyiii*  siècle,  il  y  a  six  éditions:  170$, 
1718,  1733,  ty4^,  1755,  1774. .Dans  le  siècle  actuel, 
il  y  en  a  encore  deux  :  Paris,  i8o€,  in-ia;Lons-le-Saul- 
nier,  i8i3,in-ia. 

I^  Gendre  a  précédé  le  célèbre  Barréme  dont  l'Arith- 
métique a  paru  pour  la  première  fois  en  1677  et  qui  a 

(*)  Dan*  Il  prérace  il  dit  avoir  publié  : 
1°.  Un  traitédM  cbangM  âtraDgerej 

1',  La  vraye  manière  de  ianic  lirrea  de  romplvs  ou  de  roiaoïi  par  iiarli* 
double. 
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eu  de  nombreuses  éditioDs  dont  la  deroiére  est  de  1811. 
Aviguon ,  in-ia. 

Nos  traités  d'arithmétique  actuels  iront-ils  aussi  loin? 
c'est  ce  qu'on  verra  eo  ao58;  mais  le  français  d'aujour- 
d'hui sera-t-il  encore  intelligible  dans  deux  siècles?  Pos- 
sible que  non,  si  l'anarchie  grammaticale  et  littéraire, 
si  la  violation  des  règles  classiques  vont  en  aagmenlant. 
Je  m'assure  que  déjà  Racine  ressuscité   aurait   besoin 
d'une  certaine  contenUon  d'esprit  pour  comprendre  grand 
nombre  de  nos  portes ,  et  ceux  que  de  son  temps  Voluirc 
traiuit  de  Welches  sont  des  Athéniens  en  comparaison 
de  certains  écrivains  contemporains  ; 
Si  tu  mbi*  la  loi  hautaine 
De  tous  nos  bruyants  novateurs. 
Bientôt  Radoe  et  la  FontoiDe 
Auront  besoin  de  traducteurs.    . 

(BiKAViixK,  Demièm  chamoiu ,  p.  122.) 
Maïs  revenons  à  notre  spécialàé,  locution  qui  aurait 
fait  grimacer  Voltaire,  et  avec  raison  {*). 

Keppler,  dans  l'introduction  de  son  immortel  onvr^ 
Attronomia  nova,  fait  ressortir  les  difficultés  que  présente 
la  rédaction  mathématique  : 

Nisieaim  servayeris  genuinam  suhtûàatem  proportio- 
Hum,  instructionum,  demonstrationum,  liber  non  erit 
mathematictu  ;  sin  autem  servawens,  Uctio  efficîtur  moro- 


«  Car  si  vous  ne  conservez  pas  la  minutieuse  exactitude 
que  requièrent  tes  expositions,  les  propositions,  les  dé- 
monstrations, l'ouvrage  n'est  plus  mathématique  ;  si  vous 
la  conservez ,  la  lecture  devient  extrêmement  rebutante.  » 

(*)  La  BiDgaM  morlea  aol  l'iniDisDM  iTtoUgs  d'tire  ioTarUfala.  Ci- 
réron  ett  plus  intelligible,  plua  cUlr  pour  nom  <]uc  Im  roniaBS  du  cycle 
RtrIoT indien ,  que  Jojnvillc,  Rib«)ai«  et  mAme  cerui ne*  pigei  de  Mon- 
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Et  plus  loin  il  coatinue  ainsi  : 

Dum  igitur  medeor  ohscuritati  materiee  ùtsertis  circuni' 
locationibas,  jam  mihi  contrario  -vitio  videor  in  re  ma- 
thematica  lotjuax,  et  habet  ipsa  etiam  proîixitas  phra-  ■ 
sittm  suam  obscuritatem  non  minorem  quam  concisa  bre- 
tntas.  Hœc  mentis  oculos  ej^ugit,  illa  distrahit;  eget  kœc 
luce,  itia  tplendoris  copia  laborat}  hic  non  moivtar  vi- 
sas, iliic  plane  excœcatur. 

«  Lorsque  je  cherche  par  des  circonlocations  insérées 
dans  le  discours  à  remédier  à  l'obscurité  de  la  matière,  il 
-  me  semble  que,  tombé  dans  le  vice  opposé,  je  deviens 
phrasier.  D'ailleurs  la  prolixité  entraine  une  obscurité 
non  moins  grande  qu'une  extrême  concision.  Celle-ci 
échappe  aux  regards  de  l'esprit,  celle-li  en  détourne-, 
l'une  est  privée  de  lumière ,  l'autre  p^che  par  excès  d'é- 
clat; ici  l'ceil  reste  fermé,  là  il  est  ébloui.  » 

L' auteur  de  cette  arithmétique,  professeur  émérîte, 
s'est  mis  en  garde  contre  ce  double  écueil.  Déjà  nous  avons 
rendu  complète  justice  k  la  première  édition  (t.  \î,  p.  43g). 
Eclairé  par  l'expérience  et  aussi  pour  satisfaire  aux 
exigences  du  moment,  l'auteur  a  fait  de  noubles  chan- 
gements de  formes  daiu  cette  troisième  édition. 

1°.  L'^/iicAfnédi^ue  (3' édition),  au  lieu  d'être  divisée 
en  cinq  livres  comme  la  deuxième,  est  divisée  en  dix-neuf 
chapitres. 

Ce  nouveau  mode  de  divisions  principales  permet,  sans 
rompre. l'enchaînement  théorïque,  de  faire  suivre  plus 
immédiatement  chaque  groupe  de  principes  de  ses  appli- 
cations qui ,  sous  le  titre  ^Exercices,  terminent  chacun 
des  chapitres. 

a".  L'auteur  a  cru  devoir  abandonner  les  subdivisions 
des  livres  on  chapitres  en  théorèmes  et  problèmes  (comme 
c'est  l'usage  en  géométrie  élémentaire),  et  la  remplacer 
par  une  subdivision  en  paragraphes  numérotés.    '' 
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3°.  La  théorie  de  la  division  (les  nombres  entiers  (cha- 
pitre IV)  est  beaucoup  pltu  développée. 

4°.  La  3*  édition  ne  contenait  pas  les  approximations 
qui  forment  le  chapitre  X  de  la  3'  édition. 

On  y  remarque  une  théorie  et  une  règle  pratique  de  la 
division  abr^ée  qui  sont  particulières  à  l'auteur,  et  dont 
l'usage  s'est  répandu  dans  la  plupart  des  établissements 
d'instruction  publique,  et  cette  règle  abrégée  est  rédigée 
d'une  manière  abrégée,  ce  qui  n'est  pas  la  chose  ordi- 
naire. 

6".  Le  chapitre  XllI  comprend  quel<]ues  notions  sur  • 
les  anciennes  mesures  de  France,  exigées  par  les  nouveaux 
programmes  officiels. 

•j°.  La  théorie  des  proportions  (chapitre  XVI)  a  été 
considérablement  ^ïmplîGée. 

On  a  très-bien  fait  de  ramener  la  théorie  'des  propoi^ 
lions  à  celle  des  fractions  ;  mais  il  7  a  des  gens  qui  veulent 
supprimer  les  proportions.  Ceci  rappelle  cet  homme  qui , 
ayant  entendu  dire  que  le  grand  Frédéric  avait  perdu  ime 
bataille  pour  avoir  mal  placé  son  aile  gauche,  conseillait 
de  supprimer  les  ailes  gauches. 

8°.  Les  règles  de  trois, -d'intérêt,  de  société  et  d'alliage 
(chapitre  XVII  et  XVm)  s'appuient  sur  la  méthode  dite 
de  réduction  à  l'unité  qu'on  doit  au  baron  Reynaud. 

9°.  La  théorie  des  progressions  et  des  logarithmes  est 
renvoyée,  conformément  aux  programmes  ofiGcîds ,  aux 
éléments  d'algèbre.  « 

-10°.  Le  chapitre  XIX  comprend  l'usage  des  loga- 
rithmes et  de  la  règle  à  calcul  pour  abréger  le  calcul 
numérique.  IL  est  destiné  particnlièrement  (conformé- 
ment aux  programmes  officiels)  aux  élèves  de  troisiènte 
(sciences). 
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Lkçohs  d'Akithmétiqoe  ÉLÉHEHTiiHE  ;  par  Maxirtiilien 
Marie,  ancien  élève  de  l'Ecole  Polyteclmique ,  profes- 
seur à  l'institution  Notre-Dame,  dirigée  à  Auteuil  par 
M.  Lévêque.  Arnaud  de  Vresse,  éditeur.  Paris,  iSSp. 

'  On  a  beaucoup  écrit  sur  l'arithmétique  et  sous  des 
points  de  vue  |^s-variés.  Reynaud,  Bourdon  nous  ont 
laissé  des  Traités  remarquables  à  plus  d'un  titre.  Dans 
ces  dernières  années  ont  paru  ceux  de  MM.  Bertrand  et 
Serret  ;  tous,  prenant  la  science  des  nombres  pour  point 
de  départ  dans  les  éludes  mathématiques,  en  offrent  les 
principes  dans  un  ordre  logique  et  [»-ocèdent  du  simple 
au  composé. 

Après  la  publication  du  nouveau  plan  d'études ,  cer- 
tains auteurs,  prenant  à  la  lettre  le  texte  même  des  pro- 
grammes sans  en  saisir  l'esprit,  ont  inondé  le  corps  en- 
seignant de  publications  dans  lesquelles  la  scieu-e  mutilée 
est  souvent  réduite  à  des  proportions  microscopiques.  Les 
Leçons  que  nous  analysons  aujourd'hui  poiuraient  £tre 
r^ardées  comme  une  protesuiion  contre  la  tendance  de 
ces  auteurs  à  supprimer  dans  les  études  les  idées  de  géné- 
ralité. M.  Marie,  convaincu  que  l'arithmétique  ne  peut 
être  étudiée  sans  le  secours  de  l'algèbre,  abandonne  les 
usages  reçus  et  ne  procède  pas  toujours  du  simple  au 
composé. 

L'ouvrage  est  divisé  en  trois  parties  :  le  calcul  des  en- 
tiers, celui  des  fractions  et  celui  des  incommensurables. 

Après  la  numération,  on  trouve  des  remarques  ayant 
pour  but  d'initier  aux  différents  systèmes  de  numération. 
Les  définitions  des  quatre  opérations  fondamentales  n'é- 
tant point  données  sous  un  point  de  vue  purement  abs- 
trait, exigent,  notamment  pour  la  divilion,  de  longues 
explications.  Les  procédés  d'opérations  sont  e^iposés  et 
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discnl^s  sans  le  secours  d'eiemples  et  repris  ensuile  sons 
forme  syii  thé  tique. 

Les  énoncés  reUtifs  aux  principes  qui  se  rapporlenl 
aux  produits  et  aux  quotients  ont  reçu  des  modiGcatlous 
presque  radicales.  Peut-être  ne  sont-elles  pas  heureuses, 
'  car  l'élève  laborieux  qui  veut  s'instruire  ne  consulte  pas 
seulement  un  ouvrage,  et  c'est  lui  imposer  un  travail  pé- 
nible que  de  supprimer  les  points  de  .repère  qui  lui 
marquent  le  droit  chemin. 

La  recherche  du  plus  petit  multiple  commun  est  basée 
uniquement  sur  la  décomposition  des  nombres  en  fac- 
teurs premiers.  E^  ce  point,  nous  signalons  nue  lacnse 
fiïcheuse,  car  tes  procédés  de  décomposition  sont  impra- 
ticables pour  des  nombres  qui  n'admettent  que  des  fac- 
teurs premiers  un  peu  grands,  La  méthode  du  plus  grand 
commun  diviseur  n'est  pas  un  exercice,  c'est  une  méthode 
sAre,  undis  que  l'autre  n'est  qu'un  expédient  en  usage 
dans  les  cas  très-simples. 

Le  calcul  des  fractions  est  précédé  de  la  théorie  des 
rapports  et  proportions.  L'auteur  analyse  avec  beaucoup 
de  soin  tous  les  cas  relatifs  à  l'expression  du  rapport  des 
grandeurs  homt^èues.  Les  avantages  qui  résniteni  de 
l'emploi  de  la  plus  grande  commune  mesure ,  les  condi- 
tions d'^alité  des  rapports  de  grandeurs  incommeosu- 
rables,  forment  un  corps  de  doctrine  complet  et  nette- 
ment exposé. 

Dans  le  retour  des  quotients  périodiques  aux  géoéra- 
trices,  l'auteur  laisse  à  l'élève  une  tâche  trop  rude  en 
l'engageant  à  réiablir  lui-même  ce  qui  manque  de  rigueur 
à  son  raisonnement.  La  sommation  d'un  nombre  illimité 
de  quantités  décroissantes  et  suivant  une  loi  déterminée, 
'n'est  pas  facile  à  deviner,  et  le  premier  exemple  qui  se 
présente  devrairëtre  traité  sans  restrictions. 

Un  chapitre  est  consacré  à  la  résoluiion  des  régies  de 
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Irois  et  aux  app)lcations.  L'autear  n'a  pas  cru  qa'il  fàt 
nécessaire  d'exposer  le  système  métrique ,  les  anciennes 
mesures  «t  leurs  rapports  mutuels. 

Dans  le  calcul  desjncommeasurables,  on  distingue 
d'abord  des  notions  sur  la  continuité  des  fonctions  et  la 
théorie  générale  des  approximations.  Les  méthodes  basées 
sur  les  erreurs  absolues  sont  suivies  de  celles  qui  résul- 
tent de  la  considération  des  erreurs  relatives ,  l'auteur 
met  en  évidence  la  simplicité  de  ces  dernières.  Viennent 
ensuite  les  opérations  abrégées ,  une  théorie  des  racines 
de  d^ré  p  servant  de  base  aux  procédés  d'extraction  des 
racines  carrées  et  cubiques  des  trois  espèces  de  nombres. 
Cette  partie  est  complétée  par  un  procédé  abrégé  di\  à 
Wantzel  pour  calculer  une  racine  composée  d'un  grand 
nombre  de  chîfTres. 

L'ouvrage  se  termine  par  la  théorie  des  progressions  et 
des  logarithmes,  précédée  du  calcul  des  radicaux  el  des 
exposaou  de  nature  quelconque. 

De  nombreux  exercices  accompagnent  chaque  théorie  : 
en  cela  M.  Marie  a  suivi  l'exemple  des  bons  auteurs. 
F.-A.  Beyhac, 


Hiote  du  Rédaclcui:  Celle  Arithmétique  s' adretœ prin- 
cipalement aux  adeptes  de  la  philosophie  dite  positive;  le 
style,  l'exposition,  les  mclhodes,  tout  rappelle  U  ma-- 
niérc  dn  célèbre  chef  que  cette  école  a  récemment  perdu. 
Une  seule  citation  suffit  pour  donner  une  idée  générale 
de  l'esprit  qui  règne  dairs  l'ouvrage.  A  propos  de  la  sous- 
traction ,  considérée  comme  opération  inverse  de  l'addi- 
tion, OD  lit  (p.  i3)  : 

1  Plus  géuéralemeni,  ileux  fonctions,  composées  d'upé- 
u  rations  en  nombre  plus  ou  moins  considérable,  sont 
»  inverses  l'une  de  l'auire,  lorsque  le  dernier  résultat 
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»  det  (^rations  successives  tpii  oo'osùlueni  la  première 
n  de  ces  fonctions  étant  successivement  soumis  aux  opé- 
s  rations  qui  emrentdaosia  seconde,  la  grandeur,  quelle 
»  qu'elle8oit,qu)aéprouvé  tous  ces  changements,  revient 
»  à  son  état  primitif.   i> 

On  voit  bieu  que  ces  Leçons  ne  sont  pas  destinées  i  des 
commençants.  Nous  adhérons  complètement  à  ce  qu'on 
lit  dans  la  préface,  que  L'algèbre,  celte  arithmétique  uni- 
verselle, facilite  l'intelligence  et  l'enseignement  de  l'a- 
rithmétique chiffrée. 

LoGiRlTRHOnnM     VI    DECIMÂLItlM     HOVl    TabuLA     BeROLI- 

iiBNSig,elnumerorumvulgariuraab  i  usquead  looooo, 

et  functionum  tngoaometricarum  ad  décades  minuio- 

nim  secundorum;  auctore  Carolo  Bremiker^  dr.  ph. 

Berolini,  i853,  i  volume  in-8  :  préface  et  introduction 

8a  pages.  Tables  534  pages. 

Ursinua,  astronome  danois,  publia  à  Copenhague,  en 
1837,  des  Tables  de  logarithmes  À  six  décimales  dont  il  a 
déjà  été  question  dans  les  Nouvelles  Annales,  tMne  XVI, 
page  1 38.  Ces  Tables,  à  la  fois  correctes  et  commodes ,  pré- 
sentaient cependant  quelques  inconvénients,  que  M.  Bre- 
miV«r  a  su  éviter  dans  l'ouvrage  qu'il  a  composé  sur  le 
même  plan  qu'Ursinus  et  dont  nous  allons  rendre  comple. 

Nous  donnerons  d'abord  une  analyse  de  la  préface  de 
M.  Bremiker.  Cette  préface,  très-instructive ,  contient 
la  description  des  Tables  avec  l'exposé  raisonné  des  prin- 
ripes  qui  ont  présidé  à  leur  construction. 

L'auteur  fait  d'abord  remartfuer  que  la  grande  habi- 
tude du  calcul  logarithmique  peut  seule  faire  apprMer 
les  avantages  et  les  défauts  d'une  Table;  et  c'est  ce  qui 
explique  les  imperfections  de  la  plupart  des  Tables  ac- 
tuelles, dont  la  consiruciion  a  été  laissée  à  de  simples 
théoriciens. 
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M.  Bremiker  prouve  ensuite,  comme  l'avait  déjà  prouvé 
Ursinus,  que  six  décimales  sont  suffisantes  pour  les  be- 
soÏDS  ordinaires  de  l'astronomie,  puisqu'elles  peuvent 
faire  connaître  les  angles  k  un  quart  de  seconde  près,  ce 
qui  est  assez  pour  le  calcul  des  ëphémërides,  et  à  plus 
forte  raison  pour  le  calcul  des  observations  astronomiques 
et  géodésiques ,  et  surtout  pour  les  applications  à  la  topo- 
graphie et  à  la  navigation. 

Un  des  avantages  de  la  suppresùoD  de  la  septième  dé- 
cimale dans  les  Tables  usuelles,  c'est  de  rendre  dix  fois 
plus  pedtes  les  différences  tabulaires.  L'utilité  de  cette 
réduction  des  différences  est  surtout  sensible  dans  les 
Tables  trigonomé triques,  où  il  faut  en  même  temps  que 
l'argument  croisse  par  intervalles  assez  rapprochés  pour 
que  les  différences  secondes  n'exercent  aucune  influmce. 
Tayloret,  après  lui,  Bagay  et  Shortrede  ont  construit 
des  Tables  trigonométriques  à  sept  décimales  procédant 
de  seconde  en  seconde.  Mais  on  a  été  forcé,  pour  dimi- 
nuer le  volume  de  ces  Tables,  qui  est  encore  resté  très- 
considérable,  de  supprimer  les  différences  ei  d'employer 
des  moyens  d'abréviation  qui  eo  rendent  l'usage  pénible. 
Il  est  donc  pr^érable ,  lorsqu'on  veut  calculer  avec  sept 
décimales,  d'employer  des  Tables  procédant  de  i  o  secondes 
en  lo  secondes,  comme  celles  de  Gardîner  ou  de  Caltet. 
La  grandeur  des  différences  et  leur  variation  rapide  ne 
permettant  pas  d'insérer  dans  chaque  page  les  païties  pro- 
portionnelles des  différences ,  on  peut  avoir  recours  avec 
beaucoup  d'avantage  à  la  Table  construite  exprès  par 
M.  Bremiker  (*)  ou  aux  grandes  Tables  de  multiplica- 
ùondeCrellef**). 


(*)  Tejela  der  proporlionallhcili-,  Rcrliii .  bïi  Djimmlcr;  iS 
(■■)  Reeienla/rln.  Barlin;  iHi).  On  les  trouve  chei  Mail 
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Mais  lorsque  l'un  lie  conserve  que  six  décimales ,  oa 
peut,  presque  dès  le  coinmencemeat  de  U  Table,  écrire 
eo  marge  les  parues  proporliconelles  des  difTéreucea ,  et 
c'est  ce  qu'a  fait  M.  Bremiker  à  partir  de  S  degré».  De 
plus,  pour  les  Tables  trigonomélriqaes  comine  pour  la 
Table  des  logariibines  des  nombres ,  les  parties  propor- 
ùonnelles  sont  données  exactfment  avec  tine  décimale, 
de, sorte  que  l'interpolation  peut  se  faire  par  leur  mojoi 
avec  toute  l'exactitude  que  comportent  les  Tables. 

M.  Bremiker  a  choisi,  pour  l'impression  de  aes  Tables, 
le  caractère  elievirien,  que  la  typographie  a  malheureuse- 
ment  cessé  d'employer  -depuis  le  commencement  de  ce 
siècle,  et  auquel  nons  espérons  que  l'on  reviendra, 
comme  semblent  le  prouver  quelques  tiïntatjves  heureuses 
faites  dans  ces  derniers  temps  en  France  et  en  Angle- 
terre. Ce  caractère  fatigue  beaucoup  moins  la  vue  que  le 
caractère  moderne  de  hauteur  uniforme,  et  les  chiffres 
y  sont  beaucoup  plus  distincts  les  uns  des  autres  (*). 

Dans  la  disposition  des  pages,  le  but  de  l'auteur  a  été 
qu'une  fois  le  livre  ouvert  à  la  page  convenable,  <hi 
puisse,  sans  avoir  besoin  de  lire  les  chi£fres,  indiquer 
immédiatement  l'endroit  de  la  page  qui  répond  à  l'ai^- 
meat  donné.  Chaque  page  de  la  Table  des  logarithmes 
des  nombres  contient  cinquante  lignes  au  lieu  de  qnaranU 
comme  dans  les  Tables  d'Ursinus  :  de  cette  manière, 
l'ensemble  de  deux  pages  en  regard  contient  exactement 
mille  logarithmes.  Celte  disposition  était  déji  adoptée 
dans  la  plupart  des  Tables  à  sept  décimales,  telles  que 
celles  de  Vega ,  de  Babbage,  etc. 

Dans  les  Tables  à  sept  décimales,  on  détache  généra- 

(')  Vojei  U  Note  de  M.  Bailleul  {Bulletin  blbliofirapbiiiBc,  I.  II.  p.  tbb). 
Celte  Note  montre  combien  le*  chinVo  frinfiiH,  qui  ont  conierTé  pm- 
que  (od>  I»  ■finlagM  da  oinctire  eliéTÎrlcn ,  l'anporleat  pont  la  riarl* 
tur  Im  chilTra  d'égals  hauteur. 
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lement  l«s  trois  prennâres  figures  commuutis  à  plui 
logarithme,  ronséculifs,  et  que  l'on  écrit  une  fois  pour 
toutes,  en  indiquant,  s'il  y  a  lieu,  le  changement  de  la 
troisième  décimale  dans  le  courant  d'une  même  ligne  soit 
par  un  signe  particulier,  tel  qu'un  astérisque,  un  chiffre 
de  forme  diiTéreole,  etc.,  soit  en  brisant  les  lignes, 
comme  l'a  fait  Callet.  M.  Bremiker  a  rejeté,  avec  beaU' 
coup  de  raison  selon  nous,  le  moyen  inventé  par  Caittn. 
Mais  peut-être  le  signe  tpi'il  emploie  dans  le  même  bat 
(un  petit  trait  horizontal  placé  au-dessus,  du  premier 
chiffre  de  chaque  nombre  de  la  ligne)  n'est-il  pas  aussi 
distinct' que  l'astérisque  dont  se  sert  Vega.  Il  est  vrai  que 
l'emploi  de  ce  signe  est  beaucoup  plus  rare  que  dans  les 
Tables  dont  nous  venons  de  parler ,  M.  Bremiker  ne  dé- 
Uchant  que  deux  chiffres  au  Heu  de  trois  (*). 

Les  pages  sont  partagées  en  tranches  de  dix  lignes  par 
des  61ets  placés  au-dessus  et  an-dessous  de  chaque  dixième 
ligne;  les  neuf  lignes  intermédiaires  sont  divisées  par  des 
blancs  en  groupes  de  trois.  Nous  ne  saurions  dire  si  cette 
disposition  compliquée  est  plus  avantagense  que  la  dispo- 
sition plus  simple,  adoptée  entre  autres  par  Vega  et  Bab- 
bage,  et  qui  consiste  à  séparer  les  lignes  de  cinq  en  cinq 
par  des  blancs,  sans  Ëlcta  horizontaux,  surtout  ai  l'on 
fait  ces  blancs  alternativement  plus  grands  et  plus  petits 
comme  dans  les  Tables  de  Shortrede. 

Au  bas  de  chaque  page  se  trouvent  deux  petites  Tables 
indiquant,  pour  deux  échelles  décuples  l'une  de  l'autre, 
la  conversion  en  d^rés  et  minutas  des  nombres  de  la 
[>age  considérée  comme  représentant  des  secondes.  Il  n'eût 


(*]  Uraioai  dcUche  trois  cbittrH  «l  p»rqaa  le  ctaanBensBt  do  troi- 
(ièm<>  dani  le  CDaranI  d'iine  ligne,  par  une  pelil  tnit  pareil  à  celui  de 
M.  Bremiker,  mai»  placé  iculemeni  sur  la  premier  léro  pour  lequel  le 
changameal  a  lieu  ,  ce  qui  peul  donner  lieu  t  de  (riqnentet  erreurs. 
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pas  été  difficile  d'y  joindre  les  logarithmes  d«s  rapports 


qu'Ursituu  donne  en  haut  de  chaque  pa^ ,  et  qui  sont 
utile:)  ponr  calculer  les  li^arithmes  des  sinus  et  des  lan- 
gentes  des  petits  arcs. 

A  la  fin  de  la  Table  des  logarithmes  des  oombres  est 
uue  Table  de  conversion  réciproque -des  logarithmes  vul- 
gaires et  naturels. 

Les  Tables  trigonométriques  se  composent  de  deux  par- 
ties, dont  l'une  contient  les  logarithmes  des  sinils  et  des 
tangentes  de  seconde  en  seconde  pour  tes  cinq  premio? 
degrés.  Jusqu'à  o^ao',  la  disposition  est  la  même  que' 
dans  la  partie  correspondante  des  Tables  de  Callei.  A 
partir  de  là,  la  Table  est  à  double  entrée,  la  première 
colonne  à  gauche  donnant  les  dizaines  de  seconde,  et  les 
colonnes  suivantes  les  unités.  Pour  que  l'on  puisse  appli- 
quer commodément  à  cette  disposition  la  double  gradua- 
tion des  Tables  trigonométriques  ordinaires,  on  a  ajonié 
une  onzième  colonne  marquée  io"eo  haut  et  o"  en  bas, 
et  formée  en  répétaitt  à  la  Gn  de  chaque  ligne  le  premier 
nombre  de  la  ligne  suivante. 

La  seconde  partie  contient  les  logarithmes  des  sinus  et 
des  tangentes  de  lo  secondes  en  lo  secondes  pour  tous  les 
degrés  du  quart  de  cercle.  La  disposition  diffère  peu  de 
celle  des  Tables  de  Catlet.  Seulement,  comme  dans  les 
Tables  de  Lalande  et  d'Ursinus,  l'ordre  des  colonnes  est 

Sin.,  Tang.,  Cotang.  Cosin,, 

Cosin. ,      Cotang.,      Tang.,  Sin. 

Cet  ordre  est  plus  symétrique  que  celui  de  Callei  par 
rapport  à  la  double  graduation. 

A  partir  de  5  degrés ,  on  a  placé  en  marge  les  parties 
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)>i-opoi'tioHiu-l)os(li.-$  (lilHemices.  Puui' «Jos  angles  plus  pe- 
tits,  on  a  plus  d'avantage  en  recourant  à  ta  |>remièr<' 
partie  de  la  Table  on  aux  moyens  dont  nous  parleron<L 

Le  recueil  est  termioé  par  des  Tables  auxiliaires  don- 
nant la  conversion  des  parties  d'arc,  soit  en  parties  de 
rayoD,  soit  en  parties  de  jour,  celle  du  temps  sidéral  en 
temps  moyen  et  réciproquement,  et  enfin  par  une  Tablir 
de  nombres  usuels  avec  leurs  logarithmes. 

M.  Bremiker  donne  ensuite  des  détails  sur  len  soins 
qu'il  a  pris  pour  assurer  la  correction  de  ses  Tables.  11  les 
a  comparées  d'abord  avec  le  Thésaurus  logariihmorum 
de  V^a,  et  tous  les  logarithmes  du  Thésaurus  dont  les 
derniers  cbifTres  sont  5ooo  ou  diffèrent  peu  de  5ooo  oor 
été  calculés  de  nouveau  avec  une  plus  grande  précision. 
L'épreuve  a  été  satisfaisante  pour  la  Table  iet  loga- 
ritlunes  de»  nombres,  qui  ont  été  chaque  fois  reconnus 
exacts.  Mais  il  n'en  a  pas  été  de  même  pour  les  Tables 
trigonométriques,  on  Vega  n'avait  fait  que  reproduire, 
avec  des  corrections  insuffisantes  (*),  les  Tables  de  lu 
Trigonometria  artificialis  Ak  Vlacq.  M.  Bremiker  a  vé- 
rifié I  a5  logarithmes  de  cet  Tables  au  moyen  de  la  Tri- 
gonometria  Britannica.  Sur  ces  laS  logarithmes,  44  ^"~ 
Icment  ont  été  reconnus  exacts  ;  38  étaient  en  en-eur 
d'une  unité  sur  la  dernière  figure,  i8  de  deux  unités, 
4  de  trois  unités,  i  de  cinq  unités.  En  estimant  d'après 
la  même  proportion  le  nombre  d'erreurs  que  doit  con- 


{"j  Vega  ne  l'eit  p»  inSme  dooné  la  peina  de  collationnsr  u»  Table; 
aTec  la  Trigonométrie  brUmiiiî^ue,  qui  lui  aurait  rourni  un  contrôle  Immi- 
diat  de  |5  mlnatea  en  i5  minulea,  et  même,  pour  le  commencemenl  dp 
M  Tabla,  de  36  tecondu  en  36  aecondea.  Ainsi  les  iocarUbmes  du  sinus  pi 
de  la  tangente  de  o"  \b'  winl  en  erreur  d'une  uuilé  du  diiième  ordre, 
et  ptai  de  la  mo.titdea  loearllhroea  communs  aux   dcui  Tables  soutdom 


aulItlia-l'tl'MaHiae.X.  IV.: 
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tenir  la  Table  entière,    il  en  résalierait  que  sur  les 
68o4o  logarithmes  qu'elle  renferme  44o5o  doivent  avoir 
besoin  de  correction. 

Ces  imperfections  des  Tables  à  dix  décimales,  oà  U 
dernière  décimale  est  toujours  incerUine,  ont  produit  un 
grand  nombre  d'inexactitudes  dans  les  Tables  i  sept  dé- 
cimales que  nous  possédons,  lesquelles  ne  sont  en  général 
que  des  éditions  abrégées  des  anciennes  Tables  de 
Vlacq  C).  De  toutes  ces  éditions,  la  plus  exacte  est  celle 
deGardiner  (174^)1  l^û  a  pris,  il  est  vrai,  ses  I<^arithmes 
dans  les  Tables  de  Vlacq,  mais  après  les  avoir  corrigés 
avec  le  plus  grand  soin  par  la  comparaison  des  diffé- 
rences (**}  ;  et  si  l'on  coUationne  les  Tables  de  Gardiner 
avec  celles  de  Taylor,  comparées  un  demi-siècle  pins  tard 
(1793),  on  trouve  que  dans  les  cas  assez  nombreux  ouïes 
deux  auteurs  sont  en  désaccord,  c'est  toujours  le  nombre 
donné  par  Gardiner  qui  est  le  vrai.  Les  Tables  de  Callet 
n'étant,  pour  la  partie  principale,  qu'une  reproduction 
de  celles  de  Gardiner,  participent  naturellemeut  i  leur 
exactitude.  Mais  il  faut  en  excepter  la  partie  calculée  par 
Callet  lui-même ,  c'est-à-dire  celle  qui  contient  les  loga- 
rithmes des  sinus  et  des  tangentes  de  seconde  en  seconde 
pour  le  cinquième  degré.  M.  Bremîker  a  reconnu  dans 


(')  Paar  n'eu  citer  qn'an  exemple ,  on  trouve  dam  !«■  T*blw  de  V«gi 
{  Leipiig,  tirage  de  [85^  )  log  Ung  7°  Sg'  =  9,i46S8So  ku  liea  de  9,146884g. 
Cette  faute  prorient  d'une  erreur  de  deux  unllis  commise  par  Vlacq  nr 
la  diiièmc  décimale;  la*  Iroii  dernier* ctUlTrC*  tODl  Soi  daua lai  Tablca de 
Vlacq  ,  tandis  qu'ili  dernieat  être  499. 

("]  Si  l'on  forme  le  tableau  dea  logirilhmas  deafracliona  ,  ^^— , 

d'aprèa  VArilhnietica  iBgmriihmica,  od  aperfoit  daii*  les  dilTérances  •■- 
condea  des  irrégularités  trop  fortes  pour  qu'on  puisse  les  attribuer  à  des 
errenrs  de  moins  d'une  unité  sur  la  dernière  flguro,  telles  qa'on  démit 
an  attendre  >i  les  logarittames  de  f,  de  sinx  «I  de  tang  fêtaient  ta«s  ap- 
prochés k  maini  d'une  demi-nnilé  frH. 
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cette  seule  partie  (tir&gede  tSai)  plus  de  r/uV/«  fautes  sur 
la  dernière  décimale.  En  présence  d'une  telle  assertîoD , 
il  nous  semblerait  urgent  qu'on  procédât  à  une  révision 
scrupuleuse  de  cette  partie  d'un  recueil  si  justement  es- 
timé. 

La  Préface  est  suivie  d'une  lutroduction  où  se  troure 
d'abord  expliqué  l'usage  des  Tables.  Nous  en  extrayons 
seulement  quelques  remarques.  Pour  obtenir  avec  six  déci- 
males les  logarithmes  des  sinus  et  des  tangentes  des  arcs 
moindres  que  S  minutes,  on  peut  prendre  Simplement  le 
logarithme  de  l'arc  évalué  en  parties  de  rayon.  Pour  les 
arcs  plus  grands,  jusqu'à  i  degré  environ,  on  corrige 
cette  valeur  au  moyen  de  la  formule  de  Maskeline 

SiD  «  =:  «  v'coB  T  -+-  t;  + . . . , 

qui ,  réduite  à  son  premier  terme,  donne 

"i—  ^ 

s)nx  =  X  Jçtïix,     taagc  ^y     — • 
v'cos'x 

Dans  la  résolution  d'un  tiiangle  rectiligne,  donné  par 
deux  côtés  et  l'angle  compris,  il  e^t  avantageux,  si  l'on 
veut  obtenir  tous  les  autres  éléments  du  triangle,  d'em- 
ployer les  foi*mules 

(isin  -(B  —  C)^('A  —  e)cos  — A, 

a  cos-(B  —  C)  =  [fi-l-c]  sJn-A, 

a'  '      '  '2 

analc^es  aux  formules  de  Delambre  ou  de  Gauss. 

L'Introduction  est  terminée  par  an  Mémoire  sur  les 
erreurs  que  l'on  peut  commettre  dans  le  calcul  logarith- 
mique par  suite  de  l'inexactitude  des  Tables,  qui  ne 
peuvent  donner  tes  It^arithmes  qu'à  une  demi-unité 
près  du  dernier  ordre.  Le  calcul  de  l'erreur  commise  sur 


bvGoog[c 


(  "•) 

une  formule  se  réduit  à  une  difTérentiaiion  après  laquellu 
on  doit  remplacer  les  différentiel  le  g  des  diverses  quantités 
par  des  nombres  quelconques  compris  entre  ]es  limites 
d'erreur  dont  ces  quantités  sont  susceptibles.  Si  I'od  prend 
ces  nombres  cganv  aux  limites  supérieures  des  erreurs, 
on  obtiendra  une  limite  supérieure  de  l'erreur  que  l'on 
peut  commettre  sur  la  valeur  de  la'  formule. 

Mais  il  s'en  faut  beaucoup  que  la  limite  supérieure 
ainsi  déterminée  puisse  servir  de  guide  dans  lea  calculs 
[loar  évaluer  l'approximation  sur  laquelle  on  est  en  droit 
de  compter.  En  général ,  il  s'établit  entre  les  erreurs  par- 
tielles une  Gompeaaation  qui  attrâue  beaucoup  l'erreur 
déGnitivc. 

Pour  obtenir  une  règle  plus  près  de  la  pratique,  il  faut 
avoir  recours  an  calcul  des  probabilités  qui  fait  connaître 
la  probabilité  que  l'erreur  soit  comprise  entre  deux  li- 
mites données  plus  petite  que  la  limite  supérieure.  Me 
pouvant  entrer  ici  dans  aucun  détail  sur  l'analyse  de 
l'auteur,  nous  nous  contenterons  de  citer  un  exemple  à 
l'appui  de  ce  que  nous  annoncions  tout  k  l'heure;  cet 
exemple  donnera  une  idée  de  l'intérÊt  et  de  l'importance 
de  ce  genre  de  recherches. 

Soit  proposé  de  calculer  par  logarithmes  le  produit  de 
vingt  facteurs  dont  les  logarithmes  sont  tous  connus  i 
moins  d'une  demi-unité  près  du  dixième  ordre.  La  limite 
supérieure  de  l'erreur  que  l'on  pourra  commettre  sur  le 

logarithme  du  produit  sera  —  X  ao  ou    to   unités  du 

dixième  ordre.  Mais  il  ne  faut  par  croire  qne  lo  repré- 
sente l'erreur  que  l'on  aura  à  craindre  en  général.  Si 
l'on  calcule  les  probabilités  que  les  erreurs  soient  com- 
prises entre  les  intervalles  o  cl  i.  i  et  a  ,  a  et  3  etc.,  on 
trouve  les  résuliats  suivants  où  les  probabilités  sont  éva- 
luées t-n  vingtièmes  d  unité  : 
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Leçons  sur  les  fohctioas  iHVBmsES  des  tkamscbhdartes 
BT  su  a.  LES  SURFACES  ISOTHERMES  ;  par  M ,  Lamé ,  mem- 
bre de  rinUÎtut.  Id-8  avec  (îgurei  dans  le  texte;  iSS^. 
Prix:  5  francs.  (Chez  Mallet-Bacfaelier.) 

Un  grand  nombre  de  questions  de  mécanique,  de  gte- 
mëtrie  et  d'analyse  conduiaeut  aux  transcendantes  ellip- 
tiques et  à  leurs  fonctions  inverses.  Le  dëveloppemeni  de 
cette  branche  importante  de  l'analyse  a  été  lent  et  pé- 
nible. MadauHn  ,  d'Alembert,  Fagnano,  Euler,  La- 
grange  et  Landen  s'en  sont  occupés  les  premiers  (*).  L'in- 
fatigable Legendre  a  passé  la  plus  grande  partie  de  sa  vie 
à  l'étendre  et  à  la  perfectionner.  Enfin  Abel  et  Jacobi, 
par  leurs  remarquables  travaux,  ont  achevé  de  couron- 
ner cet  édifice  élevé  avec  tant  de  peine. 

Après  tant  d'efibrts  multipliés ,  après  tant  de  difScnllés 
vaincues ,  il  a  fallu  songer  à  réunir  en  corps  de  doctrine 
tous  les  résultats  disséminés  dans  les  journaux  et  les  col- 
lections scientifiques.  A  la  vérité,  nous  possédons  depuis 
longtemps  le  grand  Traité  de  L^endrc  et  tes  Funda- 
menta  nova  de  Jacobi.  Le  premier  de  ces  ouvrages ,  mat- 
gré  les  suppléments  qui  soot  dans  le  troisième  volume, 
«st  insuffisant,  et  le  second  est  d'une  lecture  si  difficile, 
qu'il  rd)ute  la  plupart  des  personnes  qui  en  entrepren- 
nent l'élude.  Pour  rédiger  ce  cours  de  trigonométrie  des 
foQcUons  elliptiques,  )1  semble  que  la  méthode  la  plus 
naturelle  et  peut-être  la  plus  simple  devait  être  celle  qui 
avait  fait  inventer  leurs  diverses  propriétés,  c'est-à-dire 
la  méthode  analytique.  M.  Lamé  a  préféré  suivre  une 
autre  voie  :  la  théorie  de  la  chaleur  sert  de  base  à  sou 
exposition.  Cette  application  des  mathématiques  apph' 

(*)  Chorrhaiil  ■  craluer  l'airo  du  rylindTS  oblique,  Pawal  fait  enph'i 
de  ronrlinna  ■p|'Cléo9  <)cpal>  flliplifuei.         Ta . 
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quèes  à  l'analyse  pure  simplifie  singulièrement  i'ëiude 
des  traDscendaDU.'S  et  des  fonctions  elliptiques  de  pre- 
mière espèce.  Les  surfaces  isothermes,  inventées  par 
M.  Lamé ,  donnent  une  représentation  très-simple  de  ces  ' 
transcendantes  et  de  ces  fonctions.  Les  trois  variétés  de 
tra ascendantes  elliptiques  de  première  espèce  sont  expri- 
mées par  les  températures  relatives  aux  trois  surfaces 
homofocales  du  second  ordre,  et  leurs  fonctions  inverses 
sont  les  axes  mêmes  de  ces  surfaces.  C'est  en  traitant  te 
problème  de  l'équilibre  des  températures  dans  un  ellip- 
soïde à  trois  axes  inégaux  que  M.  Lamé  a  été  conduit  à 
ces  résultats.  C'est  pour  la  première  fois  que,  dans  une 
question  de  physique  mathématique,  on  soit  arrivé  aux 
transcendantes  elliptiques.  Le  lecteur  Jugera  aisément 
avec  quelle  habileii  et  quelle  persévérance  le  savant  aca- 
démicien à  poursuivi  ses  recherches  sur  ce  terrain  qui 
lui  appartient  tout  entier.  Le  service  rendu  à  l'analyse 
est  considérable;  car  l'étude  des  fouctions  elliptiques  est 
rendue  accessible  à  un  plus  grand  nombre  de  personnes. 
D'ailleurs ,  maintenant  que  l'élan  est  donné ,  nous  aimons 
à  croire  que  nous  verrons  paraître  avant  longtemps  sur 
le  même  sujet  un  traité  fondé  sur  l'analyse  pure.  Quoi 
qu'il  arrive,  l'ouvrage  de  M.  Lamé  restera  toujours 
comme  un  livre  original  et  d'une  extrême  simplicité. 

II  nous  reste  maintenant  à  en  donner  une  idée  très- 
sommaire.  L'auteur,  après  avoir  exposé  les  notions  né> 
cessaires  sur  la  théorie  des  surfaces  isothermes,  s'occupe 
spécialement  des  cylindres  elliptiques  et  hyperboliques , 
ainsi  que  des  surfaces  de  révolution  du  second  ordi'e.  Il 
trouve  pour  les  fonctions  inverses  de  ces  surfaces  les  six 
lignes  trigonomélHques  ordinaires  et  les  six  lignes  trigo- 
nométriques  hyperboliques  ou  fonctions  exponentielles. 
La  même  étude  fait  trouver  successivement  toutes  les 
transrendantes  du  calcul  intégral  ordinaire,  c'esl-à-dire 
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toutes  oell«9  (jtii  s  iniègrcni  par  des  arcs  de  ccriles  uu 
pardcslt^arttliines.  L'auteur  aborde  ensuite  les  surfamt 
homofocales  du  Gecond  ordre  dans  le  cas  g^Déral  ;  il  ar- 
rïve  à  des  transcendantes  et  à  des  fonctions  inverse»  dont 
les  prÀ^enies  ne  sont  que  des  cas  parti culiors.  Les  pro- 
priétés bien  connues  des  fonctions  Irigonométriques  et 
exponentielles  font  prévoir  la  plupart  de 'celles  des  aoti- 
velles  fonctions.  Ainsi  les  fonctions  trigonométriqaes 
ajant  une  période  réelle  et  les  fonctions  exponentielles 
une  période  imaginaire ,  les  fonctions  elliptiques  possé- 
deront la  doable  (périodicité.  On  aura  pareillement  les 
r^les  de  l'addition  et  de  la  mnltiplication.  Ejifin  le» 
sinus  et  tes  cosinus  forment  diverses  séries  propres  à 
représenter  une  fonction  arbitraire  entre  certaines  li- 
mites de  la  variable;  de  même  les  fonctions  elliptique* 
de  première  espèce  serviront  à  former  des  séries  plus  gé- 
nérales. Toutes  ces  questions  sont  traitées  avec  la  luci* 
dite  qui  caractérise  l'émiuent  professeur  et  d'une  manière 
aussi  élémentaire  que  le  comporte  le  sujet.  11  y  a  trois 
questions  principales  savoir  :  les  formules  d'addition 
d'Euler,  la  double  périodicité  des  fonctions  inverses  et  la 
multiplication  des  transcendantes  d'Abcl,  et  enfin  le  pro* 
blême  épineux  de  ta  transformation  de  Jacobi.  Les  limites 
dans  lesquelles  nous  sommes  obligé  de  rester  ne  nous 
permettent  point  de  donner  une  idée  de  tout  ce  qu'il  j  a 
de  neuf  et  d'original  dans  ce  livre.  D'ailtçurs  nue  andjse, 
fùt-elletrès-développée,  serait  toujours  insuffisante,  vu 
le  nombre  et  la  variété  des  détails.  Le  lecteur  n'a  rien 
de  mieux  à  faire  que  de  recourir  â  l'ouvrage  lui-même. 
Nous  nous  contenterons  de  faire  une  ou  deux  remarques. 
En  trigonométrie,  on  saitqu'on  considère  plusieurs  fonc- 
tions, bien  qu'on  puisse  les  exprimer  toutes  au  moyen 
d'une  seule.  De  même  M.  Lamé  considère  neuf  foncions 
elliptiques  et  démontre  en  quelque  sorte  la  nécessité  de 
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Tes  maîmenir  séparément,  malgré  les  relations  qiiî  per- 
mettraient de  les  exprimer  à  l'aide  de  trois  d'entre  elles. 
A  ces  neuf  fonctions  correspondent  neuf  autres  fonctions 
qui  leur  sont  conjuguées.  Ainsi  en  toUt  il  y  a  dix-huit 
fonctions  réparties  en  plusieurs  groupes  ;  pour  les  distin- 
guer entre  elles ,  on  leur  a  donné  des  noms  particuliers* 
Nous  recommandons  les  tracés  graphiques  analogues  k 
ceux  qu'on  fait  pour  les  lignes  trigonométriques;  ils 
sont  très-utiles  pour  fixer  dans  la  mémoire  les  propriétés 
des  fonctions  elliptiques.  L'ouvrage  se  termine  par  des 
applications  à  la  théorie  de  la  chaleur;  dans  cette  partie 
•e  trouvent  réunis  tous  les  développements  relatifs  aux 
Aéries  de  Fonriér,  de  Laplace  et  de  M.  Lamé.  Ce  livre, 
comme  toutes  les  productions  du  géom&tre  que  Jacobi  ap- 
pelait  un  des  mathématiciens  les  plus  pénétrants,  a  un 
cachet  caractéristique.  Qu'il  nous  soit  permis ,  en  termi- 
nant, de  concevoir  l'espérance  que  l'auteur  des  Leçons 
Sitr  la  théorie  mathématique  de  l'élasticité  des  corps  so- 
lides donnera  prochainement  au  monde  savant  un  autre 
ouvrage  traitant  d'une  manière  générale  Jes  coordonnées 
curvilignes  et  des  coordonnées  elliptiques,  eu  suivant 
l'ordre  des  idées  qui  les  ont  fait  découvrir  et  non  l'expo- 
sition synthétique  adoptée  dans  tous  les  écrits  qui  ont 
paru  sur  ce  sujet.  Ce  sera  un  nouveau  service  rendu  aux 
sciences. 

Enfin  ne  serai  t-il  pas  à  désirer,  maintenant  que  l'impor- 
tance des  fonctions  elliptiques  est  reconnue  de  tout  le 
monde ,  ne  serait-il  pas  à  désirer  qu'on  e&t  des  Tables  pour 
ces  fonctions  comme  on  en  a  pour  les  fonctions  trigono- 
métriques ordinaires  et  hyperboliques  (*)?  On  ne  verrait 
plus  si  souvent  cette  phrase  banale  :  le  problème  étant  ra- 

{*}  M.  Hsrmite  iUdI  d'eiprimer  le*  raciDct  de*  tqnationa  du  cinquième 
degré  en  fonclioni  ellipliquœ,  preniier  pts  immense.      Th. 
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mené  aux  quadratures,  il  est  considéré  comme  résolu.  Es' 
pdrons  que  l'Académie  des  Sciences ,  à  qui  rerîcnl  toute 
initiative  de  ce  genre,  fera  exécuter  ce  long  travail,  sous 
la  direction  de  quelques-uns  de  ses  membres. 

J.    GlBUB. 

TnAlTSFORKATION  DES  PBOPniÉTÉS   MÉTRIQUES   DES  PICVBE5 

&  l'aide  de  la  théorie  des  potAiHES  RÉCIPROQUES;  par 
M,  ^.  Mannheim,  lieutenant  d'artillerie.  In-8  avec 
figures  dans  le  texte;  1857.  Prix  :  a''  5o',  chez  Mal- 
let-Bachelier,  libraire. 

Les  propriétés  des  figures  se  divisent  en  deux  classes  : 
les  propriétés  descriptives  oi  l'on  ne  tient  compte  que  de 
la  situaiion  des  lignes  les  unes  à  l'égard  des  autres  et  les 
propriétés  métriques  où  l'oa  s'occupe  de  la  grandeur  des 
segments  et  des  angles. 

Lorsque  l'on  transforme  une  figure  par  un  procédé 
métamorphique,  l'on  obtient  une  autre  0gure  qui  doit 
nécessairement,  quoique  sous  une  autre  forme,  rappeler 
les  propriétés  de  la  première.  La  transformation  d'une 
propriété  purement  descriptive  est  en  général  facile;  il 
n'en  est  pas  de  même  des  propriétés  métriques.  Voici  ce 
que  dit  à  ce  sujet  l'auteur  de  la  Géométrie  supérieure  re- 
lativcmeul  aux  transformations  bomographiquea  et  cor- 
rélatives (p.  614).  «  L'application  des  deux  méthodes  est 
»  toujours  facile  en  ce  qui  concerne  les  relations  descrip- 
n  tives  des  figures ,  mais  il  n'en  est  pas  de  même  des  rela- 
n  lions  métriques ,  soit  des  segments ,  soit  des  angles  :  ces 
»  relations  pouvant  présenter  beaucoup  de  difGcullés  ou 
»  se  refuser  même  à  la  transjormation.   » 

M.  Mannheim,  prenant  pour  base  de.  ses  transforma- 
tions la  théorie  des  polaires  réciproques,  rappelle  les  tra- 
vaux de  MM,  Ponceltft,  Chasles ,  eic,  sur  le  même  sujet, 
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puis  énonce  ainsi  la  question  qu'il  se  propose  de  ré- 
soudre :  Transformer  à  r  aide  de  fa  théorie  de.i  polaires 
réciproques  une  relation  métrique  sans  lui  faire  subir 
aucune  préparation.  Déterminer  immédiatement  les  dif- 
férentes formes  sous  lesquelles  se  serait  présentée  la  re~ 
lation  transformée  si  l'on  avait  opéré  sur  différentes 
formes  de  la  relation  donnée. 

,  L'auteur  adopte  pour  courbe  directrice  un  cercle  d'un 
rayon  égal  à  l'unité  linéaire,  de  celte  manière  il  trans- 
forme immédiatemeul  les  relations  angulaires,  puisque 
l'angle  de  deu^  droites  est  égal  à  l'angle  des^roites  qui 
vont  du  centre  du  cercle  directeur  aux  pôles  des  droites. 
Les  relations  métriques  de  distances  se  transformeront  Â 
l'aide  du  théorème  suivant  :  Le  rayon  de  la  circonférence 
directrice  est  moyen  proportionnel  entre  la  distance  du 
centre  au  pôle  et  à  la  polaire. 

On  parvient  à  pne  relation  fondamentale  (i)  qui, 
modifiée  de  différentes  manières ,  donne  uue  série  de  for- 
mules placées  dans  un  tableau  général  (p.  56). 

Dans  les  articles  I,  II,  III,  IV,  on  transforme  la  dis- 
tance d'un  point  à  une  droite,  la  propriété  du  carré  de 
l'hypoténuse,  ce  qui  conduit  A  plusieurs  théorèmes  inté- 
ressants. De  la  relation  ui-t-Ac^ac,  qui  a  lieu  entre 
trois  poinu  situés  en  ligne  droite,  on  déduit  celle  qui 
existe  entre  quatre  points  d'une  droite  ou  d'un  cer- 
cle, etc. 

La  même  égalité  conduit  (article  IV)  A  dilTérentes 
formes  du  rapport  anharmonique  et  des  divisions  bomo- 
grapliiques. 

L'article  V,  ^slèmes  de  coordonnées,  donne  des  for- 
mules pour  trouver  l'équation  de  la  polaire  réciproque 
d'une  courbe  donnée,  que  cette  courbe  soit  considérée 
comme  lieu  géométrique  d'un  point  ou  comme  l'enve- 
loppe'd' une  droite.  L'article  suivant  traite  de  la  irans- 
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formation  de  démonstration;  il  a  pour  but  de  faire  voir 
que  connaissant  la  démonstration  analytique  ou  géomé- 
trique  d'un  tkéorème ,  on  obtiendra  celle  du  théorème 
polaire  en  transformant  successivement  les  différentes 
équations  qui  ont  conduit  à  la  démonstration  du  premier. 
On  applique  cette  méthode  à  divers  exemples. 

M.  Chasies,  dans  la  Géométrie  supérieure ,  explique 
pourquoi  il  n'a  pas  fait  usage  dans  le  cours  de  son  ou- 
vrage des  méthodes  de  transformation,  et  voici  la  princi- 
pale raison  qu'il  en  donne  (p.  608).  «  Par  les  méthodes 
»  de  transformation ,  00  fait  un  théorème  déterminé  avec 
»  un  autre  déjà  connu.  On  peut  former  ainsi  une  collec- 
»  tion  plus  ou  moins  ample  de  propositions.  Mais  ces 
n  propositions  sont  en  quelque  sorte  isolées;  elles  man- 
»  quent  de  liens  entre  elles  ;  on  ne  saurait  les  déduire  les 
H  unes  des  autres, lors  même  qu'on  voit  qu'elles  se  rappoi^ 
»  tenta  une  même  théorie, etc.  »  ffous  pensons  cependant, 
avec  l'auteur  du  Mémoire,  que  si  l'on  peut  dans  un  sys- 
tème métamorphique  déterminé ,  transformer  la  longueur 
d'un  segment  pris  isolément  (c'est  le  problème  le  plus 
difficile  de  ce  genre  de  recherche) ,  on  pourra  par  ce  seul 
fai  t  non-seulement  transformer  une  propriétéd'une  figure, 
mais  encore  parvenir  à  la  démonstration  directe  dn  théo- 
rème aifqnel  on  arrive.  De  sorte  que  si  l'on  a  une  série 
de  propositions  A,  B,  C,  etc.,  liées  les  unes  aux  autres 
de  manière  à  former  une  théorie,  les  propositions  trans- 
formées A',  B',C',  etc.,  auront  aussi  entre  elles  nn  certain 
enchaînement  qu'il  sera  bien  facile  d'apercevoir  (intro- 
duction, XTUI). 

Dans  la  chapitre  Vil,  on  donne  différentes  expressiou's 
de  l'aire  d'un  triangle;  il  suffit  à  l'auteur  de  transformer 
la  base  et  la  hauteur  du  triangle  donné  pour  obtenir  la 
relation  cherchée. 

L'ouvrage  de  M.  Mannheim  traite  principalement  des 
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U-ansformatioDS  dans  les  figures  planes ,  cependant  dans 
ledeniier  article  OQdoDtledifTérentes  expressions  de  l'aire 
d'un  triangle  dans  l'espace  et  du  volume  d'un  tétraèdre, 
en  prenant  pour  surface  directrice  une  sphère. 

Fadhe. 

LzçoNS  DE  Méc&diqve  éléhehtaike,  entièrement  con- 
formes aux  nouveaux  Programmes  de  l'enseignement 
des  lycées,  contenant 'ouf^j  les  connaissances  nécej- 
saires  k  ceux  qui  se  destinent  an  Baccalauréat  es  Scien- 
ces, aux  Ecoles  spéciales  du  gouvernement,  à  l'Ecole 
Centrale  des  Arts  et  Manufactures  et  à  ceux  qui  sui- 
vent les  cours  des  écoles  professionnelles  et  des  nou- 
velles Facultés  des  Sciences  appliquées  ;  par  MM.  Henri 
Harant,  licencié  es  Sciences,  et  Pierre  Laffitte ,  pro- 
fesseur de  mathématiques,  ln-8  de  xi-369  pages ,  avec 
igS  figures  intercalées  dans  le  texte  et  une  planche  in-S. 

La  Mécanique  renferme  deux  parties  distinctes  :  i"  la 
phoronomie;  a"  la  mècanêlogie. 

l".  Phoronomie.  Les  lois  qui  régissent  ces  causes  mys- 
térieuses agissant  sans  intermédiaire  connu  et  désîgntîes 
sous  le  nom  de  forces,  constituent  la  phoronomie.  Telles 
sont  les  attractions  astronomiques,  physiques,  chimiques, 
électriques,  magnétiques,  thermiques,  etc.,  causes  du 
mouvement,  que  Kepler  désigne  sous  le  nom  poétique  et 
trfa-expressif  dm£.  En  effet,  ces  causes  agissent  comme 
l'orne  sans  qu'on  puisse  savoir  le  comment.  Toute  la  na- 
ture est  gouvernée  par  la  phoronomie.  L'étude  des  lois 
*  émanées  du  modérateur  des  mondes  est  le  but  de  celte 
science,  et,  comme  toute  science ,  elle  est  fondée  sur  des 
principes  qui  nc-foni  pas  partie  de  la  science,  qui  ne  sont 
pas  démontrables.  11  faut  donc  bien  se  garder  de  recourir 
.4  l'expérience  pour  y  trouver  la  démonstration.  Recourir 
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Â  Vempirisme,  c'est  détruire  la  certitude.  Aristote  dans  ses 
Analytiques  donne  ces  avertissements  si  logiques  : 

Ov  fil  i>  riùç  ixicTiifMuinûs  ipf^mf  îs'iÇfriTffBi  r*  fia  n- 

«  Dans  les  premiers  principes,  on  ne  doit  pas  deman- 
der le  pourquoi,  n 

n  ajoute  : 

Ti  ftii  ii  în'p«ir  âAAà  ii  »ir«i  «p;«ir«  riji  wîfrir. 

n  Us  ne  tiennent  pas  leur  certitude  d'ailleurs ,  maïs 
d'eux-mêmes,   a 

Xirttu^tit  ipxv  tvit  ianfll^U.        ' 

«  Le  principe  de  la  démonstration  n'est  pas  une  rfc-, 
monslration.  » 
'    On  oublie  trop  sousent  ces  sages  averiissement». 

2".  Mécanélogic.  Cette  partie  de  la  science  s'occupe 
'  de  forces  agissant  par  l'intermédiaire  de  corps  qui  pren- 
nent alors  le  nom  de  machines.  Tels  sont  tes  divers  le- 
viers, le  plan  incliné,  vis,  treuils,  etc.  On  y  fait  bien  usage 
des  doctrines  phoronoiniques,  mais  ta  mécanélogie  n'est 
pas  la  phoronumic,  pas  plus  que  l'arpeutage  u'est  la  géo- 
métrie ,  quoiqu'on  y  fasse  emploi  de  la  géométrie.  Le  but 
de  la  mécanélogie  est  de  produire  certains  effets,  d'obte- 
nir certains  résultats  matériellement  uli'/efj.  Lebutestun 
intérêt  lucratif.  On  comprend  que  dans  un  siècle  où  l'es- 
prit du  gain  s'est  emparé  de  tous  les  esprits,  où  toutes 
les  aspirations ,  locution  ascétique  très  en  vogue  cbez  nos 
épicuriens ,  tendent  vers  le  bien-être  que  prociire  la  ri- 
chesse,  on  comprend  comment  la  inécaoélogie  eat  sur- 
venue à  occuper  la  première  place  et  à  pousser  la  phôro- 
nomie  sur  le  second  plan. 

La  mesure  de  la  force  n'est  pas  la  même  dans  les  deux 
parties  de  la  science.  La  phoronomie  ne  considère  «t  p'a 
besoin  de  considéi'er  que  la  masse  et  ta  vitesse;  dès  lors 
la  mesure  de  la  force  est  uaiurellement  indiquée  par  le 
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produit  de  ces  deux  facteurs ,  très-bien  désigné  sous  le  nom 
de  quantité  de  mouvement.  Dans  la  mécanélogie  cela  ne 
suffit  pas;  là ,  on  veut  counaitre  le  bénéfice,  ce  que  pro- 
duit la  force;  c'est  ce  bénéfice  qu'on  nomme  quantité  de 
travail;  il  est  la  moîiié  d'un  certain  produit  que  Leibnitz 
a  malbeureusement  baptisé  sous  le  nom  as  force -vive , 
quoiqu'il  n'y  ait  dans  cette  multiplication  ni  vitalité,  ni 
force;  le  mot  étant  généralement  admis,  ce  serait  nu  in- 
convénient de  le  supprimer^  Ce  sont  quatre  syllabes  dont 
les-  sons  rappellent  un  certain  produit  La  quantité  de  tra- 
vail possède  cet  avantage  important  de  pouvoir  être  rendue 
manifeste  par  des  appareils  dynamométriques. 

Les  nouveaux  programmes  coatienueni  trente-deux 
questions.  MM.  Harant  et  Laffitte  élucident  et  résolvent 
ces  questions  l'une  après  l'autre. 

L'ouvrage  est  divisé  en  trois  parties:  i"  mouvement 
(1-94)]  a'' des  forces  et  de  leurs  effets  (95-199). 

Les  auteurs  attribuent  aux  corps  une  activité  propre 
et  nient  l'inertie,  c'est-à-dire  l'incapacité  de  la  matière 
à  se  mouvoir  d'elle-même  {voir  la  note  à  la  fin).  Je  ne 
sais  ce  que  les  docteurs  de  l'ancienne  Sorbonne  auraient 
pensé  d'une  telle  assertion.  Les  corps  ne  peuvent  d^r  les 
uns  sur  les  autres  par  )e  choc ,  puisque  tout  contact  entre 
molécules  est  impossible;  ils  agissent,  selon  Boscovrich, 
comme  par  attraction  positive  et  négative  et  à  distance. 
La  communication  de  mouvement  se  fait,  on  ne  sait  com- 
ment, de  molécule  à  molécule,  et,  jusqu'à  ce  que  toutes 
les  molécules  soient  atteintes, il  s'écoule  un  certain  temps; 
c'est  ce  temps  qui  est  l'ongine  des  idées  embrouillées  sur 
la  force  d'inertie. 

P".  Des  machines  (a03-36i).  C'est  la  partie  la  plus 
instructive  et  la  plus  intéressante.  Les  figures  sont  bien 
faites  et  les  explications  très-claires.  On  y  donne  des  ap- 
plieatSons  aux  diverses  machines  industrielles  aujour- 
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d'hui  existâmes.  Tout  ce  qui  concerne  la  vapeur  est  mis 
à  la  portée  des  gens  du  moade  iustruit. 

Au  résumé,  il  faut  savoir  ce  que  l'on  veut.  Voulez-vous 
vous  préparer  à  un  esamen  universitaire,  industriel  qui- 
conque, devenir  conire-ma!tre ,  directeur  d'usines,  ma- 
nufactures, etc.,  lisez  la  Mécanéîogie  de  MM.  Harant 
et  Lafiitte.  Voulez-vous  apprendre  la  science,  étodiex  la 
Mécanique  à»  Voii&on,  puis  tes  Traités  de  MM.  Delau- 
nay,  Duhamel,  les  Exercices  de  M.  l'abbé  lullien  et  la 
Mécanique  moléculaire  de  M.  Lamé. 

Note,  La  matière  inerte,  la  matière  avec  volonté  (ani- 
mal), avec  volonté  intelligente  (homme)  sont  trois  caté- 
gories d'êtres  séparées  par  des  abîmes  infranchissables. 
Les  philosophes,  constructeurs  de  ponts,  ne  manquent 
pas.  Mais  ce  qui  manque  à  ces  philosophes,  c'est  la  science 
précieuse  de  savoir  ignorer,  le  aliqua  nescire  de  Quin- 
tillien  (lib,  i ,  chap,  v,  adfinem). 


Prospectus  Joinhis  Kepleki  aïtrocjohi   opéra,  oxini, 
edïdit  Ch.  R.  Frisch.  Studgartia:,  menseMajo,  1857. 

L'ouvragR  paraîtra  en  huit  volumes  în-8  ;  le  prix  de 
chaque  volume  ne  dépassera  pas  la  francs.  Cette  édition 
renfermera  aussi  la  correspondance  inédite  déposée  à  l'ob- 
servatoire de  Pulkova.  t 

Les  principaux  astronomes  de  l'Allemagne  ont  souscrit; 
il  en  sera  sans  doute  de  même  dans  les  autres  pays.  On 
publiera  la  liste  des  souscripteurs. 
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«RNIIin  MI  MOT  CiILCIlLER. 


LeftTtomaÏDS  n'avaient  pas  Vin&mxiï calculare;  ils  di- 
saient calculas  subducere,  6ter  les  caillonx.  On  sait  que 
pour  compter  ils  employaien  t  soit  des  cailloux ,  soit  pro- 
bablement des  billes  de  divers  diamètres ,  de  diverses 
couleurs,  à  l'instar  des  cbapelets  dont  font  usage  les  reli- 
gieuses. Horace  dit  que  dans  son  enfance  il  allait  au  col- 
lée portant  des  sachets  remplis  de  cailloux.  H  parait 
qu'on  ne  lui  ménageait  pas  les  coups.  Il  appelle  son 
maître  plagosùs.  L'honnête  et  chaste  QuintîUien  s'élève 
contre  l'usage  barbare  de  battre  les  élèves  ;  Cœdi  vero 
dùcentes,  quamquam  et  receptumsit,  et  Chiysippus  non 
improhet,  minime  velim  {lib.  II,  chap.  IV). 

Le  mol  calculare  se  trouve  pour  la  première  fois  chez 
Aur«1iu8  Prudentins  Clemens,  poète  chrétien,  né  l'an  348 
dans  la  province  de  Tarragone  en  Espagne  [II*  livre  de 
la  Couronne  {Peristephanon)'\. 


6RANB  PRIX  n  MATHUMATUIES 

A  nÉcznnxK  eu  1861 


Perfiictionner  en  quelque  point  la  théorie  des  po- 
fyèdres. 

Le  prix  consiste  en  une  médaille  d'or  de  la  valeur  de 
Sooo  francs. 

OalUtin  nuthémMi^me,  t.  IV.  (Mai  iSSS.)  5 
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Les  Mémoires  devront  être  rendus  avant  le  i"  juil- 
let 1861. 

A    DtcEKHBK    ES    1860. 

«  Plusieurs  géomètres  ont  étudié  le  nombre  des  valeurs 
Il  que  peut  prendre  une  fonction  déterminée  de  plusieurs 
»  variables  lorsqu'on  y  permute  ces  variables  de  tontes 
»  les  manières  possibles.  Il  existe  sm*  ce  sujet  des  Ùuio- 
»  ries  remarquables  qui  suffisent  aux  applications  eie  cette 
Il  thiorie  à  la  démonstration  de  l'impossibilité  de  la  r^- 
»  solution  par  radicaux  d'une  équation  de  dc^ré  snpé- 
Il  rieur  à  quatre;  mais  la  question  générale  qu'il  faudrait 
>>  résoudre  serait  la  suivante  : 

Il  Quels  peuvent  être  let  nombres  des  valeurs  desfoac- 
»  tions  bien  définies  qui  contiennent  un  nombre  donné 
Il  de  lettres,  et  comment  peut- on  former  les  Jbnctwnt 
»  pour  lesquelles  il  existe  un  nombre  donné  de  i/aleurs? 

».  Sans  exiger  des  concurrents  une  solution  complète, 
M  qui  serait  sans  doute  bien  difficile,  l'Académie  pour^ 
a  rait  accorder  le  prix  à  l'auteur  d'uo  Mémoire  qui  fe- 
M  rait  faire  un  progrès  notable  k  cette  théorie.   » 

Prix  :  Médaille  d'une  vi^l^-ur  de  3oo  francs. 

Les  Mémoires  devront  être  renûs  avant  le  i"  juiU 

•   let  1860,  terme  de  rigueur  [Compte  rendu  des  séances 

de  l'Académie  des  Sciences,  %  février  i858,  p.3oi-3oa). 

Note  dv  Rédacteur, 

Fuir  pour  la  première  question  Nouvelles  Anntdes, 
t.  H,  p.  i63,486ît.  VI,  p.  486;  t.  Vni,  p.  68,  i3a, 
3o6;  t.  XIII,  p.  399.  Journal  de  l École  Polytechnique, 
CkKcar,  cabier  XVI,  p.  ^5,  i8i3  ;  Poinsor,  cahier  X. 
Savants  étrangers,  t.  II,  Poimbot.  Compte  rendu,  1 1  jan- 
vier id53,p.  65,  Poinsot;  BuLTXÂim,  p.  79. 

Pour  la  seconde  question   voir  Nouvelles  j4nnales, 
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t.  XIV,  p.  4o3,  4o8)  Sbhrbt,  ^élgèbre  supérieun,  leçon* 
XI',  XIX*,  XX*  y  les  travaux  de  Ruffiai  sont  le  pmnt  de 

départ  (voir  la.  liste  de  ces  travaux  dans  la  Biographie 
Michand,  trticie  Huffini,  t.  XXXIX,  p.  27H)  ;  âbbl, 
Œuvras  compUtess  LnrBca,  /ou/-na/ de  Cralle ;  Betti,  , 
Annales  de  Tortolini. 


Abdali  di  Màtxk&ticil  pvka  ed  applicata,  pubblîcati 
da  Bamaba  Tortolini,  professore  dî  calcalo  sublime 
airuniversilA  di  Roma  ;  e  compilati  da  E,  Betti  a  Pisa, 
F.  Brioschi  a  Pavia ,  A.  Gonocchi  a  Torino ,  B.  Tor' 
tolini  a  Roma.  (In  conUnnazione  agli  Annali  di 
Scienze  matematiche  e  fisiche.)  N"  1  (genn.  etfebbr. 
i858).  Roma,  con  tipi  délia  S.  C.  de  Propaganda 
Fîde.  In-4  de  56  pages;  tome  I. 

Ces  Annales  font  suite  à  celles  des  Scienze  matema- 
tiche qui  datent  de  janvier  i85o  et  s'arrêtent  à  décembre 
ifiSy.  Le  format  a  changé,  mais  ni  le  rédacteur  ni  les  col- 
laborateurs, heureusement.  La  première  collection  avait 
pour  but  de  faire  connaître  au  dehors  les  travaux  des  sa- 
vants iuli^ns-,  la  seconde  aura  en  outre  pour  nûssion  de 
faire  connaître  en  Italie  tes  travaux  extérieurs.  Les  noms 
qu'on  lit  ci-dessus  sont  une  garantie  que  ce  double  but 
sera  complètement  atteint. 


[.  Hkhsi  Bbtti. —  Mémoire  sur  les  équations  algébriques 
à  plusieurs  inconnues  (p.  i  à  8). 

Étant  données  deux  éc|uations  ayant  une  racine  com- 
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mune,  Abei  a  ensngné  la  manière  de  calculer  ane  fonc- 

tioD  sjmëtriqaede  celte  racine  coomuine  (Ifouveiles  j^iy- 

nalcs,  t.  XIV,  p.  8i  et  272). 

M.  Bem  donne  la  solution  générale  de  ceue  qaeation  : 
Étant  données  n  -^  t  êçuationt  entre  n  inconnue* , 

trouver  les  solutions  communes. 
Soient 

{,)  /.  =  o,    /  =  o,    /,  =  o,...,/,  =  o 

lean-j-t  équations  entre  les  Inconnues  x,,  Xt,...,  x,, 
y,  est  de  degré  m* ,/,  «st  de  degré  m, ,  y,  est  de  degré  m., 
et  soient  ^  solutions  commîmes  à  ces  équations,  moins  à 
la  première  /«  =  o ,  et 


{»)  ........'.... 

[  ^«1,      ''«,,  .  .  .  ,      ''a,  =  *^ 

La  première  seole  s,  représente  une  solution  commune  k 
toutes  les  n  + 1  équations. 

On  démontre  ces  trois  théorèmes  qui  servent  de  lemmes. 

1'.  Une  fonction  rationnelle  et  symétrique  de  s,, 
Si , . . . ,  s^  équivaut  à  une  fonction  rationnelle  et  entière 
de  s,. 

De  même  si  l'on  remplace  5|  par  un  s  quelconque* 

a".  Une  fonction  rationnelle  et  entière  de  degré  quel- 
conque de  Si  équivaut  à  une  fonction  rationnelle  et  en- 
tière de  toutes  les  quantités  qui  entrant  dans  le  système 
(a);  cette  fonction  contient  un  seul  terme  de  degré 
m,  H-m»+...+  m,  —  n,  et  les  autres  termes  sont  de 
degrés  inférieurs. 

Désignons  par  A  le  déterminant  fonctionnel 

S-i-^iô.     ''A 
dx,  itx,'"  dT^' 
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3".  SiFf,  indique  une  Jonction  (Jfe  p,  ,  Pa  ,—■,  Pa  ra- 
tionneile,  entière  et  avec  un  seul  terme  de  degré 
m,  4- m,  +  .  . ,  +  nj,  —  n, 

et  tous  les  autres  termes  de  degré  inférieur,  et  désignons 
par  Ap  ce  tjue  devient  le  déterminant  fonctionnel  en  y 
remplaçant -x, ,  Xi,...,  x„  par  a.^,  a^y,..,  ttl,alors  le  terme 
de  degré  le  plus  élevé  dans  Fp  sera 


2^;- 


Ces  trois  théorèmes  fournissent  la  solution  du  problème 
où  il  s'agit  de  déterminer  une  fonction  raiionneUe  (juel- 
conque  de  S| ,  seule  solution  commune  à  toutes  les  n  +  i 
équaiicHis,  et  le  même  procédé  peut  s'appliquer  à  plu- 
sieurs solutions  communes ,  et  l'auteur  énonce  sans  dé- 
monstration les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
que  n  + 1  équations  aient  t  systèmes  de  solutitms  com- 
munes. 

Le  trayail  a  le  cachet  de  profondeur  particulier  à  ce 
savant  géomètre;  la  diversité  et  la  multiplicité  des  in- 
dices rendent  la  lecture  très-pénible. 

n.  Fuxçois  BaioscHi.  —  Ifote  sur  le  développement 
d'un  déterminant  (p.  g.'n)- 
Poaons 
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Ceat  ce  détermiDaDt  de  4n'  termes  qu'on  développe  aîmi 
qne  - —  et  -, —  t  le  toûi  en  fonction  de»  x  ei  de»  a. 

ni.  F.  BuoscHi.  —  Mémoire  sur  les  fonctions 
abéliennes  complètes  (p.  ia-17). 

Ht,  a,,...,  iii»^t  sont  an  +  i  nombres  réels  dîfiiômtB 
entre  eux  et  tels ,  qu'où  a 

''i<a»<i)...  <'««<i»H-i- 
PosoQs 

P(*)  =  (*_-,)(,-«,)  (X- a.)  ..(;r_a^), 

Q(*)  =  A  («  _-  a,)  (*-«.)■•■(*  -  "«). 

où       ' 

i>o. 
Soit 

■■(») 


l'&ire  d'une  telle  courbe  prise  entre  des  limites  détenni- 
nées  désignées  par  les  a  est  uue  fonction  abélienne  -,  ainsi 


est  une  fonction  abëlienne  de  première  espèce,  et 

-— a  !-(«,„,)  X„.,  (x -«„_,)■  ^£W '^ 

est  uue  fonction  abëlienne  de  deuxième  espèce. 
Si  l'on  pose 

on  a  les  quatre  fonctions  elliptiques. 

L'auteur  cite  un  certain  déterminant  A  dont  les  élé- 
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meots  sont  des  fonctions  abéliennes,  et  il  parvient  i 
réanltat  curieux 


cl,  pour  les  fondions  elliptiques, 


RtSOLUTIOH   DES    ÉQCATIORS  TKAasCEKDÀITTES ',  par  M.  ^. 

Stem.  Traduit  de  l'allemand  par  M.  E.  Lévy^  agrëgé 
des  Sciences.  Paris,  t858.  In-8  de  85  pages. 

Eo  littérature,  de  judicieuses  entraves  tendent,  dou- 
blent les  ressorts  dn  fétàe.  Ainsi ,  au  xvii*  siècle,  la  sé- 
vère observation  des  régies  de  la  grammaire,  des  pré- 
ceptes da  goût ,  des  lois  du  rbythme  et  de  l'harmonie 
'  dans  les  vers ,  des  trois  unités  au  théâtre  ont  produit  dgs 
cbefs-d'oeiivre.  Nons  nous  sommes  débarrassés  de  ces  en- 
traves, où  sont  nos  chefs-d'œuvre?  II  en  est  ainsi  dans 
les  sciences  exactes.  Les  anciens  s'étaient  astreints  à  n'em- 
^oyer  d'autres  lignes  que  la  droite  et  le  cercle ,  d'autres 
instruments  qne  la  rigle  et  le  compa* ,  et  ils  nous  ont  lé- 
gué des  chefs-d'oeuvre  :  Euclîde,  Archimède,  Apollonius. 
Chipeut  rapporter  k  la  même  cause  Huyghens,  Newton: 
aux  deux  ligues ,  droite  et  cercle ,  se  rattachent  des  idées 
vraies  de  beauté  et  des  idées  chimériques  de  perfection 
auxquelles  le*  anciens  tenaient  avec  une  ténacité  reli- 
gieuse. 

Toutefois  ils  s'apercevaient  que  pour  des  quesUons  qui 
exigeaient  des  extractions  de  racines  cubique  et  qua- 
trième ,  il  fallait  absolument  d'autres  lignes ,  et  ils  eurent 
recours  aux  coniques,  à  la  conchoïde,  à  la  cissoïde,  etc. 
Archimède  considéra  même  la  spirale ,  une  de  ces  courbes 
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qu'une  droite  coupe  eu  une  iuGoïté  de  points  et  qu'on  > 
nommée  depuis  transcendante,  comme  dépassant  les  Ii> 
mîtes  de  la  géométrie  ordinaire.  Le  célèbre  problème  de 
Kepler  (*)  on  il  s'agit  d'une  relation  entre  un  arc  de 
cercle  et  sa  corde  (ou  sinus)  a  donné  l'idée  des  foac- 
tions  transcendantes  circulaires ,  de  même  que  la  relation 
entre  un  arc  d'ellipse  et  sa  corde  a  créé  les  transcendantes 
elliptiques,  et  beaucoup  d'autres  du  genre  analogue.  Les 
racines  des  équations  du  deuxième,  troisième  et  qna* 
trième  degré  peuvent  s'exprimer  soit  par  des  radicaux, 
soit  par  des  transcendantes  circulaires;  mais  Abel  a  dé- 
montré que  l'équalion  générale  du  cinquième  degré  ne 
peut  plus  se  résoudre  par  des  combinaisons  de  radicaux, 
et  M.  Hermite  vient  de  publier  l'importante  découverte 
que  cette  résolution  peut  s'obtenir  par  des  transcendantes 
elliptiques.  Il  devient  très-probable  que  la  résolution  gé- 
nérale des  équations  de  degré  supérieur  au  cinquième 
dépend  aussi  de  certaines  transcendantes;  c'est  la  besogne' 
de  l'avenir,  d'autant  plus  importante,  que  les  applications 
aux  sciences  physiques  mènent  presque  toujours  à  des 
équations  transcendantes.  La  loi  mathématique  de  l'at- 
traction est  probablement  une  fonction  de  ce  genre  dont 
nous  ne  connaissons  que  le  premier  terme  de  son  déve- 
loppement en  série  décroissante.  L'étude  soignée  des  équa- 
tions transcendantes  est  une  heureuse  innovation  de  l'en* 
seignement  actuel.  En  1837,  l'Académie  de  Copenhague 
a  mis  au  concours  la  résolution  de  ces  équations.  Le  Mé- 
moire de  M.  le  D'  Stern  a  été  couronné,  et  nous  en 
avons  déjà  rendn  un  compte  suffisamment  étendu  (t.  XIV, 
p.  384,  388). 

Cette  traduction  claire,  exacte,  faite  avec  intelligence, 
comble  une  lactme.  Les  procédés  de  Rolle  et  de  Newton 
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,  deviennent  insuffisants  pour  les  équations  transcendan- 
tes, el  tout  h  fait  impraticables  pOur  les  racines  imagi- 
naires. M.  Stern  fait  emploi  du  théorème  de  Fonrier, 
et  M.  Lévy  a  eu  le  bon  esprit^  guidé  par  les  prédeux 
conseils  de  M.  Gcrono,  de  faire  précéder  sa  traduction 
d'une  exposition  de  ce  théorème,  ce  qui  facilite  singn-' 
librement  la  lecture  de  l'ouvrage,  et  le  fera  sans  doute 
bien  accueillir  par  les  professeurs  et  les  élèves. 

M.  Mathète ,  professeur  au  lycée  de  Clermont ,  nous  a 
envoyé  un  Mémoire  bien  travaillé,  contenant  un  moyen 
de  rendre  plus  pratique  la  méthode  Stem  et  la  résolution 
des  équations  numériques  en  général.  Nous  en  parlerons 
dans  les  Nouvelles  Annales, 


NOTB 

Ajail  ^ir  «bjtl  de  sigiiltf  des  errtirs  ■«■breues  qii  «isleit 
dus  les  Tibles  de  bgirilhiei  de  Callet. 


Des  études  sur  les  logarithmes,  entreprises  individuel- 
lement et  h  des  points  de  vue  divers,  par  M.  I^efon,  ingé- 
nieur en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  et  par  M.  Hoûel, 
docteur  es  Sciences,  les  ont  conduits  à  reconnaître  de 
nombreuses  incorrections  dans  des  Tables  de  Logarithmes 
fort  répandues ,  et  même  dans  les  Tables  de  Briggs  et  de 
Vlacq ,  que  l'on  peut  appeler  fondamentales ,  car  elles  ont 
servi  de  base  à  la  plupart  des  Tables  modernes, -quand  ces 
dernières  n'en  étaient  pas  de  simples  extraits.  L'objet  de 
'  cette  Note  est  de  signaler,  aux  éditeurs  et  aux  savants,  les 
erreurs  contenues  dans  la  dernière  partie  de  la  Table  des 
logarithmes  des  nombres  de  Callet. 

BatUtia  mtthémaii^ur.  i.  IV.  (Juin  iS53.)  6 
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Les  erreurs  de  Callet  sont  supérieures  à  une  demi-unité 
et  moindres  qu'une  unité  du  buitiètne  ordre  décimal. 

Le  tableau  a  été  formé  en  coUationnant  la  Table  de 
Callet  sur  le  manuscrit  des  grandes  Tables  du  Cadastre 
qui  est  déposé  à  la  bibliothèque  de  l'Observatoire  Impé- 
rial de  Paris. 

Toutes  les  fautes  signalées  cî-deisns  se  trouvent  dans 
la  belle  édition  des  Tables  de  Vega,  donnée  k  Leipzig 
par  le  D^  Hùlsse  sous  le  titre  Sammlung  mathematis- 
cher  Tafaln.  En  outre ,  dans  cette  partie  de  la  Table  qui 
a  été  copiée  sur  Callet,  il  y  a  une  erreur  de  plus  que 
dans  l'édition  française.  On  lit  log  io3  ^05=0  >  5^  997  [6  j; 
Callet  donne  01 57  9970,  et  ce  dernier  logarithme  est  exact. 

Tontes  les  fautes  du  Sammlung,  y  compris  la  dernière , 
existent  paiement  dans  le  Logarithmisch-Tiigonome- 
trisches  Hàndbuch  publié  à  Leipzig  par  le  D'  Kôbler. 

F.  Lefort.  —  J.  HoïlBL. 


StLUTItN  SU  PROBLÈME 
lUil  d*u^  inf  ^iib  iw)  sirfiec  it  SM»id  Icgri,  rtetuiître  |é«- 
■itrifiwtit  li  II  i\i\\mt  ptiit  est  iitérieir  «■  «lérieir  1  ti  sirfice  «1 
nr  U  sirfuc  ; 

D'*ntzs  M.  DE  JONQUIÈRES. 

{lotimal  de  MelhAnalijaei  parti  et  appli^acei.  février  iBSR.) 

I.  Théorèmes  et  problèmes  connus,  servant  de  Lemmes. 
Voir  Nouvelles  Annales,  t.  XII,  p.  24i  9O1  373,  358. 

1°.  Etant  donnés  cinq  points  d'une  conique  et  une 
droite,  on  peut  trouver  les  deux  points  d'intersection  sana 
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décrire  U  conique^  points  réels,  distincu,  doubles  ou 
imaginaires. 

a".  Quatrepoints  étant  donnés,  on  peur  trouver  ^éné- 
ralement  un  cinquième  point  tel ,  qu'en  dirigeant  de  ce 
point  quatre  droites  vers  les  quatre  points  on  forme  un 
faisceau,  dont  le  rapport  anharmonique  soit  donné,  te  lieu 
du  cinquième  point  est  une  conique  passant  par  les  quatre 
points  donnés  (Nouvelles  annales).  Cette  conique  est  dite 
capable  du  rapport  anharmonique  donné. 

3".  Deux  coniques  données  chacune  par  cinq  points  et 
ayant  trois  de  ces  points  en  commun ,  on  peut  construire 
géométriquement  le  quatrième  point  commun. 

4''.  Etant  donnés  deux  systèmes  de  six  points,  chacun 
en  involntion  et  ayant  un  sèment  commun ,  connaissant 
les  segments  non  communs,  on  peut  construire  géométri- 
quement le  segment  commun. 

5<^,  Un  faisceau  de  quatre  plans  étant  coupé  par  une 
droitequelconque,lesquatre  points  d'intersection  donnent 
un  rapport  anharmonique  égal  au  rapport  anharmonique 
du  faisceau  de  plans. 

6°.  Trois  surfaces  du  deuxième  d^ré  passant  par 
huit  points  yuelvontjites ,  se  coupent  suivant  la  même 
courbe,  et  une  droite  les  coupe  en  six  points  en  involu- 
lion. 

7°.  Deux  faisceaux  de  plans  homographîques  étant 
donnés,  les  plans  homologues  se  coupent  suivant  des 
droites  situées  sur  un  hyperboloïde  dont  font  partie  les 
deux  arêtes  des  faisceaux. 

8°.  Six  points  étant  en  involntion,  connaissant  deux 
segments  et  un  point  du  troisième  segment,  on  peut  déter- 
miner le  second  point  de  ce  segment. 

II.  Problème.  Étant  donnés  une  génératrice  recli- 
ligneA  cl  six  points  ai,  a„  a,,  a,,  at,  a,  d'un  krpcrbo- 
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loïde  à  une  nappe,  construire  les  autres  génératrices 
rectilignes  de  cette  surface. 

Solution,  i".  Menons  par  la  droite  A  el  les  cinq  pre- 
miers points,  les  cinq  plans  A,,  A,,  A),  A(,  A,  et 
par  a,,  les  quatre  droites  a,  a„  a,  a,,  o,  a„  a»  a,  ;  coupons 
ces  quatre  droites  par  un  plan  quelconque  P  en  qua- 
tre points  «!,««,  ai,«i;  concevons  une  conique  C  passant 
par  cesquatrepointsetca^dé/e  du  rapport anbarmouiquc, 
donné  parles  plans  A|,  A|,  A],  A,  ;  soil  un  cane  ('iiC) 
ayant  pour  sommet  a»  et  pour  base  la  conique  C;  tous 
les  faisceaux  des  plans  qui  passent  par  une  arête  quel- 
conçue  de  ce  cône  et  par  les  quatre  points  a,,  a,,  a,,  a,, 
donnent  un  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre 
plans  At,  A,,  A»,  A»  («oiV  ci-dessus  3"}, 

a°.  Au  plan  A,  substituons  le  plan  A ,  et  conservotis  les 
trois  plans  A,,  A],  Ai  et  le  même  plan  P;  on  aura  quatre 
points «1,  at,«>,  a»,  une  conique  Ci,  et  un  cône  (/C,) 
capable  du  rapport  anharmonique  des  quatre  plans  A, ,  A|, 
A|,  Ag}  les  deux  coniques  C  et  C,  ont  en  commun  les  trois 
points  «,,  a,,  a„  on  peutdonc  construire  tequatrième  point 
d'intersection  B  [voir  ci-dessus  3"};  a,  B  est  donc  une 
arête  commune  aux  deux  c6nes,  donc  le  faisceau  pen> 
taèdre  fourni  par  la  droite  A  et  les  cinq  points  a,,  a*',  ast 
Ht,  a,  est  bomographîque  au  faisceau  formé  par  la  droite 
a,  B  et  les  mêmes  cinq  points  ;  donc  les  cinq  plans  homo- 
logues se  coupent  suivant  des  droites  passant  par  les  cinq 
points  et  situés  sur  un  hyperboloïde  dont  font  partie  les 
arêtes  A  et  ti,B  (voir  ci-dessus  y°)\  comme  le  plan  P  est 
arbitraire,  on  peut  obtenir  une  infinité  d'éléments  rectili- 
gnes. c.  Q.  F.  T. 

III.  PnoBLÊME.  Étant  donnés  un  élément  rectitigne  \ 
elsi:c points  &f,at, . .  .^a^d'unhfperboloïdeàunenappe, 
trouver  les  deux  points  d'intersection  de  l'hyperboloïde 
avec  une  droite  donnée. 
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Solution.  Par  ]a  droite  donnée,  on  mène  un  pian  cjud- 
conque,  on  déiermine  d'après  le  problème  précédent  cinq 
génératrices  rectilignesdel'Iiyperboloïde;  les  iutersectÎMis 
de  ces  génératrices  avec  le  plan  donnent  cinq  points  qui 
déterminent  une  conique,  et  sans  la  décrire  on  troDTe  les 
intersections  avec  la  droite  donnée  (voir  ci-dessus  i°). 

C.    Q.    P.    T. 

IV.  Problèhb.  Étant  donnés  neuf  points  »„  t^,..., 
a,  d'une  surface  du  second  degré  S  et  une  droite  a,  0 
menée  par  l'un  a,  de  ces  points,  construire  le  deuxième 
point  d'intersection  b,  de  cette  droite  avec  la  surface. 

Solution.  Concevons  l'hyperboloïde  à  une  nappe  H 
qui  passe  par  la  droite  a^  a^  et  par  les  six  points  a^,  a^,  a,, 
a*,  ai,  at  et  un  second  hyperboloïde  K  qui  passe  par  ta 
droite  a,  a,  et  par  les  six  points  a,,  Ai,  a,,  a,,  n^,  a,;  les 
trois  surfaces  S,  H,  K,  ont  en  commun  les  huit  points  a„ 
di,  a„  «1,  a,,  a,,  a^,  u,  ;  donc  une  droite  quelconque  les 
rencontre  en  six  points  en  involution  (voir  ci-dessus  6°)  ; 
la  droite  a,  O  coupe  donc  les  surfaces  H,  K,  S,  en  six 
points  h,  k,,  K,  K,,  Hi,  b,  en  involution  par  le  problème 
précédent,  on  trouve  les  quatre  points  A,  h,,  K,  K,;  le 
point  a,  est  donné,  ou  peut  donc  construire  le  point  b, 
(  voir  ci-dessus  8"  ) . 

V.  Étant  donnés  neuf  points  a„  it,.  .  .f  A^,  d'une 
surface  du  second  degré  S  et  une  divite  quelconque  01, 
trouver  les  points  d'intersection  H,  X  de  celte  droite  avec 
la  surface. 

Solution.  Soient  les  quatre  hyperboloïdes  à  une  nappe 
déterminés 

H  par  la  droite  ai  a,  et  les  sis  points  <i},n(,(i,,at,iii,ai; 
K  .parladroiteaja,  etlessixpoini5a,,(i|,aa,a«,ai,(ia; 
H'  parladroitediR,  etlcssixpoiQtsa,,a},a,,a|,a7;a,; 
K' par  la  dioilert,ns  et  leiî  six  points  Oj.  (!,,«,,  (ï„a,,/i,; 
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la  droite  O/  coape  les  (rois  surfaces  H,  K,  S,  qui  oitt 
huit  points  communs  en  six  poitits  en  involution.  Soient 
mm\  un',  XX'  les  trois  segments  ;  pour  la  même  raison,  la 
droite  0/  coupe  les  trois  surfaces  H',  K',  S  en  six  points 
en  involution  ;  soient  pp',  <fg',  XX'  les  trois  segments  ;  dans 
ces  deux  sjstèmesj  les  segments  mm',  nn',  pp\  qq'  sont 
connus  d'après  le  problème  III  et  le  troisième  segment 
élaat  commua  aux  deux  systèmes ,  on  peut  le  coustruire 
(voir  ci-dessus  4°);  donc  lespointsXetX' sont  déterminés. 
C.   Q.   F,   t. 

VI.  Pkoblême.  O  étant  un  point  quelconque  daV es- 
pace,construite  :  1°  la  conique  d'intersection  de/a  surface 
S{prohlèmé\)avecleplanmené  par  Us  droites  Oai,Oa,^ 
Ti"  iapolairc  du  point  O  relativement  à  cette  conique. 

Solution.  Ou  détermine  les  intersections  a',,  a',,  des 
droites  Oa,,  Odi,  avec  la  surface  (problème  IV)  et  les 
intersections  X,  X'  d'une  droite  quelconque  O/,  située  dans 
leplau  de  la  conique,  avec  la  surface  S  {problème  V)^ 
ou  connaît  doue  six  points,  a,,  a,,  a,,  a\,  X,  X,  de  la 
conique  que  nous  désignons  par  S  ;  sur  la  droite  O  ai  a\ 
on  prend  le  pointa  tel,  que  les  deux  segments  O  a,  a,a\y 
donnent  un  rapport  harmonique;  on  prend  de  mÊme  un 
point  j3  sur  la  droite  Outu',  tel,  que  les  segments  0|3, 
Ofit^  donnent  un  rapport  harmonique;  la  di'oite  «{3  sera. 
la  polaire  cherchée  du  point  O  ;  nous  la  désignons  par  L. 

VIÏ.  Problème  Fiitu..  Étant  donnés  neuf  points  a  x, 
Oi , . . . ,  a,  d^une  surface  du  second  degré  et  un  dixième 
point  quelconqueO,reconnaitre  si  ce  point  est  au  dedans, 
au  dehors  de  la  surface  on  dessus. 

Solution.  On  détermine  l'intersection  de  L  avec  2  du 
problème  VI  (voir  ci-dessus  i")  ;  si  les  points  d'întersec- 
tion  sont  réels  et  distincts,  le  point  O  est  en  .dehors  de 

BulUti»  malMmaliqut,  I.  IV.  <  JnilUl  18&8.)  J 
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la  surface;  si  Je  point  d'inlerseciion  est  double,  lepoiniO 
est  sur  U  surface  ;  si  les  poiots  d'intersection  sont  imagi- 
naires, le  point  O  est  dans  l'inlérieur  de  la  surface  S. 


Tables  de  LociniTHMES  i  cinq  décihiles  povr  les  nom- 
bres ET  LES  LIGNES  TRiGOnOMtTniQtES ,  suivies  des  Loga- 
rithmes J'addilion  et  de  soustraction  ou  Logaritlimes 
de  Gauss  et  de  diverses  Tables  usuelles  ;  par  J.  IJoûel, 
ancien  élève  de  l'École  Normale,  dwicur  es  Sciences. 
In-8.  Paris,  Mallet-Bachelicr;  i858,,Prix  :  a  francs. 

La  Table  de  logarithmes,  originale  et  unique,  cal- 
culée par  Napîer,  donnait  avec  sept  ligures,  ou,  ponr 
parler  un  langage  plus  moderne  mais  équivalent,  faisait 
connaître  avec  sept  décimales,  les  logarithmes  des  nom- 
bres et  des  lignes  Ingonométriques.  Bnggs,  qui,  le  pre- 
mier, a  compris  les  idées  de  ^'apic^,  les  a  propagées  ))ar 
l'enseignemenl,  et  s'y  est  associé  en  les  développant, 
peul-ètre  inàme  en  les  améliorant,  a  publié  deux  Tables 
distinctes  (*)  pour  les  nombres  et  pour  les  lignes  irigoiio- 
méiriques,  où  les  valeurs  de  la  fonciion  logarithmique 
sont  exprimées  par  quatorze  ehiflres  décimaux.  Depuis 
cette  époque,  quelques  Tables,  très-rèslrcintes  comme 
développement,  ont  été  calculées  avec  un  plus  grand 
nombre  de  décimales;  mais  aucune,  pas  même  celles 
construites  au  bureau  du  Cadastre  sous  la  direciion  do 
ProuT,  n'ont  fourni,   dans  une  étendue   comparable  i 
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t^lle  aesTables  de  BH^s,  une  approximation  équivalenie. 

Des  coDaiJéraLions  d'économie  au  point  de  vue  typo- 
graphique ont  été,  au  moins  jusqu'à  la  ûa  du  siècle  der- 
nier, le  principal  motif  qui  a  déterminé  à  réduire  le 
nombre  des  décimales  dans  les  Tables  successiv entent 
extraites  des  oeuvres  originales  de  Briggs  et  de  Vtacq. 
Gauss  parait  avoir  traité  le  premier  la  question  scien- 
tifiquement, en  vue  des  applications  diverses  que  ces 
Tables  peuvent  recevoir.  S'aitachant  particulièrement 
aux  Tables  qui'  ne  nécessitent  pas  l'emploi  des  diffé- 
rences secondes  pour  l'interpolation,  il  a  très- succincte- 
ment, mais  trés-neltement ,  posé  les  principes  qui  en 
règlent  l'usage,  et  qui  déterminent,  dans  chaque  cas,  le 
degré  d'approximation  qu'on  peut  espérerd'atteindre  (*). 
Quand  on  a  ac<[uis  la  parfaite  connaissance  de  ces  prin- 
cipes, malheureusement  trop  peu  répandus,  on  comprend 
très-bien  la  raison  d'être  des  diverses  Tables  logarithmi- 
ques, où  le  nombre  des  décimales  est  plus  ou  moins  res- 
treint, et  on  sait  en  user  ou  s'en  abstenir»  propos. 

L'illustre  auteur  de  la  Theoria  motus  corporum  caelef- 
tiiim,  longtemps  après  ta  publication  de  cet  ouvrage,  a 
déclaré  dans  les  Annales  de  Schumacher  (**),  qu'il  ne 
faisait  jamais  usage  des  Tables  de  Callet,  et  à  plus  forte 
raison  des  grandes  Tables  de  V^a,  qu'il  les  trouvait  trop 
développées  -,  que  les  Tables  de  Slierwin  lui  avaient  tou- 
jours suf&  ;  qu'il  croyait  digne  d'encouragement  ta  publi- 
cation de  Tables  à  cinq  ou  six  décimales,  et  qu'encore  il 


(*)  Theoria  mêlai  tarpomm  caltttiim ,  p.   16  Cl  seq.  Haaibur([t,  18091 

(**)  Ailronomitche  Kaekric/iten,  t.  I"-.  —  Ea  écrivanl  l'artlcls  niiquel  je 
fait  allusion ,  Gauu  semble  aiair  perdu  de  vue  que,  dtns  la  Theoria ,  los 
logarilhmcR  lont  doniiéi  avec.scpt  dvcimales,  el  qu'il  y  (ait  un  grnnd 
riiace  des  Tables  irlgonométriques  de  Taylor,  canttmitei  autfiî  avec  iej>t 
<dooina1o>i. 
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j  àésinra'n  la  suppressioo  des  parties  proportionrieiles. 
De  pareilles  Tables  sODl  en  effet  san,3  danger,  quand  on 
sait  bien  nettement  le  degré  d'approximation  qa'elles 
peuvent  donner,  et  le  degré  de  précision  qiie  l'on  vent 
atteindre.  Elles  présenleul  d'ailleurs  d'incontestables 
avantages  sous  le  rapport  de  la  célci-ité  et  de  la  sûreté  do 
calcul. 

Les  Tables  à  cinq  décimales,  annoncées  en  lAte  de  c«i 
article,  ne  satisfont  qu'en  partie  au  vœu  exprimé  par 
Gauss,  puisqu'elles  contiennent  les  parties  proportion- 
nelles ;  mais  le  grand  géomètre  aurait  sans  doute  excusé 
ce  luxe  arithmétique,  en  considération  de  la  parfaite 
convenance  des  dispositions  générales  et  de  la  correction 
des  détails  d'exécution.  On  ne  pouvait  pas  moins  attendre 
de  l'auteur  de  cette  publication,  qui  s'est  déjà  fait  avanta- 
geusement connaître  par  d'intéressants  travaux  sur  la 
mécanique  céleste,  et  par  la  traduction  de  plusieurs  Mé- 
moires de  M.  Lejeiuie-Dïrichlcl ,  relatifs  aux  parties  les 
plus  élevées  des  matbémaUqucs. 

Les  Tables  de  Lalande,  qui  com^wsent  le  fond  dn  nou- 
veau recueil,  ont  été  publiées  dans  Torigine  sons  le  for- 
mat in-i8;  elles  comprenaient  uniquement  les  loga- 
rithmes des  nombres  entiers  de  i  à  loooo,  et  les  loga- 
rithmes des  sinus,  cosinus,  tangentes  et  colangentes  de 
oà  4^  degrés.  IVI.  Hoûel  y  a  apporté  diverses  modifica- 
tions que,  dans  sou  Avertissement,  il  énumère  ainsi  qu'il 
suit  : 

«  i".  L'agrandissement  du  format,  qui,  endiminuaiit 
n  de  beaucoup  le  nombre  des  pages  à  feuilleter,  nous  a 
»  en  outre  permis  diverses  additions  utiles  ; 

»  a".  La  suppression  des  caractéristiques  dans  la 
»  Table  des  logarithmes  des  nombres; 

»  3°.  L'introduction  de  Tables  auxiliaires  donnant  les 
n  pariies  projiortionnclles  des  différences,  non-seulement 
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»  pour  les  logarithmes  des  nombres,  mais  encore  pour 
Il  ceux  des  lignes  irigonométriques; 

»  4'^-  Le  rétablissement,  dans  les  Tables  trigonomé- 
»  triques,  des  logarithmes  des  sécantes,  que  le  défaut 
»  d'espace  avait  fait  supprimer  par  la  plupart  des  au- 
M  leurs,  et  qui  sont  cependant  très-commodes,  en  dis- 
11  pensant  de  l'emploi  des  compléments  arithmétiques 
n  dans  les  calculs  de  trigonométrie  ; 

»  5".  La  Table  deslogarithmes  des  nombres  a  éfé  pro- 
Il  longée  jusqu'à  loSoo,  nombre  de  secondes  contenues 
»  dans  3  degrés  ; 

D  6".  En  tète  des  diverses  .colonnes  de  cette  Table, 
»  nous  avons  inscrit  les  valeurs  correspondantes  des  lo- 
n  garithmes  des  rapports  du  sinus  et  de  la  tangente  à  l'arc 
»  exprimé  en  secondes,  et  par  ce  moyen  cette  Table  peut 
Il  remplacer  avantageusement,  pour  les  trois  premiers 
B  degrés,  la  Table  trigonomélrique  proprement  due; 

»  7".  Pour  les  petits  arrs,  l'usage  des  lignes  trigonomé- 
II  triques  naturelles  est  souvent  plus  commode  que  celui 
Il  de  leurs  It^aritlwnes,  ceux-ci  se  prêtaut  mal  à  l'inter- 
D  polation.  Nous  donnons  en  conséquence,  dans  nos  Ta- 
»  blés  tngonomélriques,  les  valeurs  naturelles  des  sinus 
»  et  des  tangentes  pour  les  trois  premiers  degrés,   n 

Parmi  les  additions  faites  par  M.  Houe  1  à  la  rolleclion 
de  Lalandc,  on  remarque  spécialement  une  Table  de  lo- 
garithmes d'additiou  et  de  soustraction,  c'est-à-dire  une 
Table  destinée  à  faciliter  la  recherche  du  logarithme  de 
la  somme  ou  de  la  différence  de  deux  nombres,  connus 
seulement  par  leurs  logarithmes.  C'est  la  première  édi- 
tion française  des  Tables  de  ce  genre,  qui  sont  aujour- 
d'hui a5se:fi  répandues  en  Allemagne  et  en  Angleterre. 
A  ce  propos  je  suis  bien  aise  d'avoir  l'occasion  de  placer 
une  critique,  ne  serait-ce  que  pour  rompre  la  monotonie 
de  CCI  arlirlc. 
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Personne  ne  saii  mieux  que  M.  Hoûel  à  qui  appartteai 
l'idée  des  logarithmes  d'addîiion  et  de  soustraciion,  qui, 
le  premier,  a  indiqué  la  forme  à  donuer  aux  Tables,  et 
en  quels  termes  Gauss  cite  Leonelli  dans  les  quelques 
ligues  qui  précèdent  ses  Tables  de  iSti.  Comment  se 
fait-il  alors  que  M.  Hoûel  écrive,  dans  l'Avertissement  : 
«  Les  logarithmes  iavenlés  par  Leonellï,  et  auxquels 
u  l'iitustre  Gauss  a  donné  son  nom,  »  et,  dans  le  titre 
comme  dans  l'Iutroduclion,  «  Table  des  logarithmes 
d'addition  et  de  soustraction  ou  logarithmes  lïe  Gauss?  ■ 
Je  crois  qu'il  ne  faut  laisser  usurper  le  bien  de  personne, 
quand  OR  peut  te  défendre,  et  qu'on  doit  exercer  une  vi- 
Silance  plus  scrupuleuse  encoi-e,  lorsqu'il  s'agit  de  main- 
tenir le  bien  des  pauvres.  Je  demaDdcrai  donc  à  M.  Hoûel, 
loi's  d'un  nouveau  tirage  qui  ne  se  fera  sans  doute  pas 
attendre,  de  substituer  le  nom  de  Lcouelli  à  celui  de 
Gauas,  dans  te  titre,  aux  pages xxii  et  suivantes  de  son 
Introduction,  et  de  rectifier  l'erreur  de  fait  que  tend  à 
accréditer  la  rédaction  amphibologique,  à  la  page  t  de 
l'Averiisscment  :  erreur  plus  dommageable  en  réalité  à 
la  mémoire  de  Gauss  que  la  rectification  ne  sera  profitable 
à  la  mémoire- de  Leonelli.  Il  serait  injuste  en  effet  de 
rendre  Gauss  responsable  de  l'usage  que  les  Allemands 
ont  fait  de  son  nom  dans  celte  circonstance.  La  locution 
logarithmes  de  Gaussa  également  cours  en  Angleterre; 
mais,  de  Taulre  côté  du  détroit,  l'érudition  mathéma- 
tique n'est  pas  en  faveur,  si  jeu  juge  par  la  pi-éface  de 
certaines  Tables  très-estimées,  où  l'on  décore  du  nom 
ambitieux  de  méthodes  de  nos  contemporains,  MM.  Ja- 
mes, John,  William,  etc.,  Ae»  procédés  de  calcul  qui  ont 
été  donnés,  les  uns  par  Briggs,  en  ■6a4t  les  autres  par 
l''lower,  en  1771  {*). 

n  Pourquoi  Jirc>r. 
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Après  cette  petite  satisfaction  donnée  à  mon  irritation, 
je  me  trouve  plus  à  l'aise  pour  dire  le  bien  que  je  pense 
du  travail  personnel  de  M.  Hoûel,  cl  pour  en  indiquer 
succinctement  l'utilité. 

On  sait  que  les  Tables  des  logarithmes  de  Leoncllr 
fournissent  une  relatiou  entre  les  trois  fonctions  A,  B,  C 

qui   représentent  respectivement  logo:,  log  (  t-\ — ]» 

log(i4-x).  Dans  les  Tables  calculées  prîmitivemeni 
par  Gauss,  d'après  les  idées  de  Leonclli ,  puis  étendues 
par  Matlhiossen,  ta  quantité  A  est  prise  pour  argument, 
et  on  ti-ouve  en  regard  les  valeurs  c'orrcspondanles  <le  B 


et  de  C.  Plus  tard ,  Zecb  a  établi  deux  Tables  i 


îparees, 


l'une  pour  l'addition,  l'antre  pour  la  soustraction  :  la 
première  a  pour  ai^nment  A  et  donne  la  valeur  de  B; 
la  seconde  a  pour  argument  B  et  donne  la  valeur  de  C. 
Cette  séparation,  typographiqucment  nécessaire  pourdes 
Tables  à  double  entrée,  comme  celles  de  Zecli,  était  mo- 
tivée d'une  manière  générale  par  la  diflérence  d'étendue 
que  chacune  des  fonctions  doit  occuper  dans  l'ccheJle 
numérique,  et  pat-  la  simplication  qu'elle  amène  dans  le 
calcul  des  parties  proportionnelles.  Ces  dernières  consi- 
dérations suilisaient  pour  déterminer  M.  Hoûel  à  adopter 
la  séparation,  encore  bien  que  ses  Tables  dussent  être  à 
simple  entrée;  mais  il  a  encore  amélioré  la  disposition 
de  Zech,  en  prenant  le  nombre  C  pour  argument  de  la 
seconde  Table,  dont  il  a  pu  ainsi  diminuer  l'étendue,  san)> 
restrcindrf  le  degré  d'approximation  qu'elle  doit  fournir. 
Les  Tables  d'addition  et  de  soustraction  servent  non- 
seulement  à  résoudre,  plus  rapidement  que  par  tous 
autres  procédés,  le  problème  :  Etantdonnés  logmetlogn, 
trouver  log  (m±n)\  elles  donnent  en  outre  une  solution 
plus  approchée  que  celles  <|ue  l'on  pourrait  déduire  de  ces 
autres  procédés,  si  on  les  mettait  en  ceuvre  à  l'aide  de  Ta- 
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bles  vulgaires  qui  ne  rom prendraient  pas  plus  île  t'hîirres 
décimaux  que  les  Tables  spéciales.  M.  Houe)  a  donc  ac- 
compli une  oeuvre  ulîle  en  chercbanl  à  iairc  frucliûer,  en 
France,  une  idée  qui ,  après  y  avoir  germé  il  y  a  plus 
d'na  demi-siècle,  a  été  étouQiée  sous  le  Jugement  trop 
précipité  de  Delambre. 

Les  Tables  à  cinq  décimales  de  M.  Hoûcl  peuvent 
fournir,  avec  cinq  figures  exactes,  le  logarîlbme  d'un 
nombre  ou  le  nombre  d'un  logarithme,  et  faire  connaître, 
à  5  secondes  près,  un  arc  donné  par  le  logarithme  de  &on 
sinus.  Ainsi  elles  suffisent  largement  aux  besoins  des  in- 
génieurs civils  et  militaires,  des  archiiecics,  des  arpen- 
teurs-géomètres, etc.,  dont  les  travaux  i-eposent  sur  des 
opérations  et  sur  des  formules,  qui  sont  loin,  eu  général, 
de  présenter  un  pareil  degré  d'approximation.  A  plus 
forte  raison  peuvenl-ellcs  suffire  aux  nécessités  de  l'in- 
struction  publique,  car  les  élèves  trouveront,  dans  les 
diverses  parties  qui  les  composent,  le  niojcii  d'appi-o- 
fondir  et  d'appliquer  tous  les  principes  qui  leur  sont  en* 
seignés.  Sous  ce  dernier  rapport,  le  prix  minime  auquel 
l'ouvrage  est  mis  en  vente,  n'est  pas  une  considération 
à  dédaigner. 

Les  Tables  de  M.  Hoûel  sont  imprimées  avec  le  soin  et 
avec  la  correction  que  l'on  est  habitué  à  renconuer  dans 
les  publications  mathématiques  qui  émaucnt  de  la  maison 
Mallet-Baclii'lier.  Je  r^relie  seulement  qu'on  ait  adopté, 
pour  les  divisions  principales,  dans  chaque  page,  des  filets 
verticaux  aussi  larges  que  ceux  de  l'encadrement.  Par  un 
efTetde  contraste,  les  caractères  pàlisBcnt,  et  l'œil  ressent 
quelque  fatigue  de  la  i-épétÎLion  et  de  la  continuité  des 
tous  noirs.  Je  soumets  cette  réllcxiou  à  l'habile  Dirf 
de  l'imprimerie,  persuadé  qu'il  trouvera,  sans  gra 
frais,  un  remède  à  l'inconvénient  que  je  signale. 

F.   Lefort. 
Pari*,  le  j  juillet  i8âS. 
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BBAMEK  (BiNJAMiiT). 

Ne  à  Feidftberg  (Hesse)  «n  i5S8,  élev^dèa  suneDiaoee 
dans  la  maisoa  de  son  be«u-frér«  Burgî,  alor&  horloger 
du  landgrave  Willielm  IV ,  à  Cauel ,  et  célèbre  second 
inventeur  des  logariibmes.  En  i6q3  ïtramer  alU  avec 
Burgi  à  Prague-,  mais  en  i6i  t ,  jor^de  la  monde  »a  soetir, 
Bramer  revint  dans  son  payx,  et  en  i6ti  fut  placé  comme 
architecte  à  Marbarg.  On  a  de  lui  : 

1 .  Problema ,  wie  au»  bekannt  gegebenem  sinu  eines 
grades,  minuten  oder  secundèn  aUefoîgertden  sùiusaufs 
leichteste  zu  finden  und  der  canon  sinuum  ztt  ahsolvi- 
ren  seye,  zu  Sfarburg.  i6i4- 

<i  Problème,  connaissant  le  sinus  d'un  arc  donné  en 
degrés ,  minutes  et  secondes ,  on  peut  en  déduire  de  la 
manière  la  plus  facile  les  sinus  suivants  et  construire  une 
Table  de  sinus.  » 

2.  Benjamin  Brameri  Besohreibung  eines  sehr  leich- 
ten  perspectW'und  grundreissenden  initruments  ai^ 
einem  stande  :  auff"  herrn  Johan  Fatdltabevrs ,  bes~ 
teîiten  Ingénieurs  det  Hey-  Reichs  itad(  Ulm,  weitere 
continuation  seines  mMbemaiischenKunstspiegels^geor- 
dnet.  Gedruchtzu  Cassel  durck  ioHan  TFessel,  und  xu 
Franckfurt  bey  Eberhard  Kicsem ,  hupferstechem ,  «u 
finden  im  Jahr  16.I0. 

u  Description  d'un  instrument  très-commode  pour 
prendre  U  perspective  et  lever  des  plans  d'une  seule 
station;   arrangée   comme   continuation   ultérieure   du 

Biilltim  nHHk^iuil^me,t.  IV.  (AoAl  iSSS.  )  8 
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miroir  artificiel  mathèmaUque  de  Jean  Faulhaber,  ingé- 
nieur en  litre  de  la  ville  du  Saioi-Empire ,  Ulm.  Impri- 
mé à  Cassel  chez  Jean  Wessel  et  se  trouve  à  Francfort 
chez  Eberhard  Kieser ,  graveur  en  cuivre.  » 

L'ouvrage  est  dédié  au  célèbre  Faulhaber ,  et  il  dit  eo 
conunençant  <pie  dans  les  mathématiques  on  rencontre 
beaucoup  de  choses  cachées  et  merveilleuses;  entre 
autres,  de  réduire  la  multiplication,  la  divisiou,  l'ex- 
traction des  racines,  ii  desimpies  additions,  soustrac- 
tions ,  divisions ,  etc. ,  et  cela  au  moyen  de  deux  progres- 
sions,l'une  arithmétique  commençant  paro,ct  l'autre 
géométrique  commençant  par  i  ;  et  il  dODuc  pour 
exemple 

0,  1,  3,  3,  4i  '  ■ ■ • 

1,  2,  4,  8,   i6..., 
et  il  ajoute  : 

j4us  diesem  fundament  hat  mein  lieber  sckwager  und 
praeceptor  Johst  Burgi,  vor  zwanzig  und  mehr  jahren, 
eine  schône  progresstabul  mi  tihren  dtfferenzen  von  lo 
zu  I  o  m  9  ziffern  calculirt,  auch  zu  Prag  ohne  bericht  in 
anno  i6^a  drucfien  lassen;  undittalso  die  invention der 
Burgi  logarith,  nicht  desNeperi,  soiidern  desgedachten 
[wie  solches  vielen  visscnd,  und  ihne  auch  berrn  Kep- 
plerees  zeignuss  gibt)  lange  zuvor  erfunden . 

«  C'est  sur  ce  principe  que  mon  cher  beau-frère  et 
précepteur  Jobst  Burgi,  il  y  a  vingt  ans  et  davanlage,  a 
calculé  avec  9  chirïres  une  belle  Table  de  progression 
avec  les  différences  de  10  en  10  et  qu'il  a  fait  imprimer  à 
Prague  en  1620,  el  ainsi  l'invention  des  logarithmes  n'est 
pas  de  Neper  mais  de  Burgi  ci-mentionué  (comme  le 
savent  plusieurs  et  comme  Keppler  lui  en  a  aussi  donné 
témoignage)  qui  a  fait  cette  invention  longtemps  aupa- 
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3.  Anhang  eines  berichls  von  M.  Jobsten  Burgi 
geontetrûch«  TriangiUarinstrumenti  addition  d'ao  rap- 
port sur  ua  instrument  géoméirlco-LriangulairedeM.Jobsl 
Burgi;  dédié  à  Wilhelra  IV  en  1648^  il  a  calculé  les 
sinus  de  deux  secondes  en  deux  secondes. 

4.  Apollonius  Cattus  oder  geometrischen  Wegweiser, 
3  vol-  in'4-  Cassel,  i634-'(S  (*)■ 

x".  Werden  die  Fundamenta  der  cooischen  sectionen, 
80  von  Apollonius  Pergœus  mit  schwereo,  ab  absurdo 
genomenen  demontrationen  dargetban,  nuomehr  aus 
leichten  Euclidischen  grunden  erwiesen-, 

a°.  Wird  gewiesen  eine  ncue  leichte  o.  setr  becjueme 
weisc  allerhand  Sonnennbren,  dieselben  fallen  se  selt- 
zam  sie  wollen ,  auf  einen  cylînder  zu  schaeiden  und  auf 
zu  reisaen; 

3°-  Anhang  eines  bericbls  von  M.  Jobsten  Burgi  geom. 
triangular-instrument,  zu  jur  leicbt,  kaizen  docb  ge- 
wisscn  land  und  feldmessen ,  wîe  aucb  andere  bàben, 
TielTen,  Langen  und  Breïlen  zu  eremessen  dienlich.  C'est 
une  nouvelle  édition.  Cassel,  1684. 

5.  Etliche  geometricbe  quaestiones,  so  bisbero  nicht 
ûblich  gewesen ,  4.  Marburg,  i6i8. 

6.  Geometpicher  Wegeweiser,  4-  Marbui^,  1646- 

7.  Kurze  Berichligung  eines  Scbreg  oder  Wînkel 
instruments  daroiit  aile  aus  und  eingebogenen  Schregen 
abzunehmeu.  Marburg,  i6i5. 

8.  Trigonomeiria  planorum  mecanica  oder  unterrîcht 
und  bescbrcibung  eines  neuen  geom.  instruments  zu 
allerband  abmessung  u.  salvirung  der  plancocben  trian- 
gel,  4-  Marburg,  itii^. 

(*;  AroLLOMins  Hrssoi»,  Proprièléi  des  irclions  coniiiatri. 
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9.  Kuner  «ber  deuilicfaer  bericht  ¥otn  gd»r«ticfa  des  tmi 
Bj.  Bramer  erfiindepen  proporttoDnel  instmmenls.  Ca>- 
m1,  iSaa. 

10.  Bericht  En  J<^ten  Burgi  geom.  trian^ar  iftltru- 
ment,  4.  Cassel,  1648. 

11.  Bericht  zu  seinem  semicîrculo ,  damit  in  allen 
triaDgeIn  in  einer  observation  nlt  alleïn  die  drei  Laiera, 
M>ud«<en  auch  dî«  drei  Wenkel  einer  triaugU  xu  6ndea. 
Ulm,  i6St. 

Bramer  est  mort  à  Kiegeahayn  de  1649  A  iSSo. 


UBiiDfiRiunin. 


LsoitHinDi  EtiLEni  OPEK*  MINORA  COLLECTA.  Leonhardi 
Euleri  CommentatîoDes  aritbmeûcae  coUeclae-aospi- 
ciîs  Academiae  imperialis  Scienliamm  Petropoliume 
ediderunt  auctorïs  prooepoies  D' P.  H.  Fusa  (*),  Acade- 
miie  Petropolitanx  perpetnoa  secretis,etNicolausFu5s, 
matheseoa  professor  in  gymnasio  Petropoliuuo  Lavî- 
nensi.  Insunt  plura  inedita.  Tractatus  de  tiaraerorom 
doctrina  capita  xvi  aliaque.Tomus  prior  Petropoli ,  typis 
ac  impensis  Academiœ  imperialis  Scienliamm,  i849} 
Imperatori  au^ustissinio  Nicolaie  primo  consecratione, 
itt-4î  Proœmîum  xxvu;  f^oge  d'EuUr,  par  Fuis, 
xxix-XLix;  Index  ^stématique,  li-lxxxvii. 

En  i834)  on  découvrit  la  pierre  sépulcrale  d'ïjiler 
couverte  d'herbes  et  enfoncée  dans  le  sol  d'un  cÎDietîère 
de  Saint-Pélersbourg  consacré  à  la  Sainte  Vierge  de  Smo- 

[')  l'ii  fmt  B  rpoiiié  lins  pelite-fill*  d'I^nl». 
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lenik.  ^Smolnukiana).  L'Académie  r^MJiit  d'élever  eu 
cet  endivit  un  monuiiietit.  Alon  vint  t'idée  d'un  lecoRd 
moDumeot,  plus  durable,  plus  utile  que  la  premier, 
savoir  : 

Editio  compléta  omnium  operum  viii  Ulius,  guem 
jicademia  Pctropolitana  iniie  a  prùiia  origine  ^uinqua- 
ginta  amplius  annos  suum  fuisse  gloriatur. 

u  Une  Àtilion  complète  de  tous  les  ouvrages  de  l'homme 
que  l'Académie  de  Péterabourg  se  glorifie  d'avoir  possédé, 
londcufODdktion,  pendant  plus  d'vmdemi*siAcle.  m 

C'est  le  D' P.  A.  Fuss,  depuis  1816  secr£uire,qui,  le 6 
mars  i844i  en  fit  la  proposition  à  l'Académie  qui,  l'ayant 
adoptée,  la  transmît  à  M.  S.  d'Ouvaroff,  ministre  de 
l'instruction  publique,  président  de  l'Académie.  On 
calcula  que  cette  édition  devait  renfermer  è  peu  près 
a5  volumes  grand-iD-4  de  80  feuilles  ou  64o  pages  chacun  j 
en  publiant  200  feuilles  par  année  ou  4  feuilles  par  se- 
maine, il  faudrait  dix  années;  car  les  Mémoires  de  Saint- 
Pétersbourg  renferment  plus  de  5ao  Mémoires  ;  veux  de 
Berlin,  lao;  de  Paris,  17;  de  Leipsig,  10;  de  Turio,  6. 

Le  ministre  accueillit  avec  faveur  la  proposition,  mais 
remit  l'exécution  à  un  temps  plus  favorable  (in  tempus 
magis  seCundum).  Au  bout  de  deux  années,  le  temps 
n'étant  pas  devenu  plus  favorable,  l'Académie  résolut  de 
faire  l'entreprise  à  ses  propres  frais  et  de  commencer  par 
W  œuvres  mineures  [opéra  minora)  eu  8  volumes  in-4. 
Les  deux  premiers  volumes  sont  publiés  et  traitent  en 
général  delà  ibéorie  des  nombres. 

Tomeï.  Le  préambule  (proœmiunt),  signéP.H.Fuss, 
décembre  1848,  contient  ces  renseignements  et  ta  liste 
de  soixante  et  un  écrits  inédits  que  M.  Fuss  a  trouvés  dans 
les  papiers  d'Euler  légués  à  ses  héritiers. 

Ces^crtts  inédits  sont  rangés  dans  cinq  catégories. 

1.   Théorie  tics  nombres.   Les  carrés  magiques;  pro- 
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bl«mes  sur  les  sommes  des  carrés  ;  ces  problèmes  avaient 
besoÏQ  d'uDe  révision  faite  par  le  savaoL  arîthmologue 
Tchebytchew. 

â.  Géométrie.  AppticaUon  du  calcul  diGTérentiel  aux 
lignes  courbei.  Gesl  saas  doate  le  commencement  de 
cette  troisième  section  des  Jnstitittiones  calcidi  diffe- 
rentialis  meutiounée  dans  cet  ouvrage  (pars  ii,  cap.  u, 
§  383,  383,  389). 

3.  Calcid  des  sinus.  Savant  paradoxe  sur  la  multipli- 
cation des  angles. 

4.  Calcul  des  probabilités.  Véritable  estimation  du 
sort  dans  le  jeu.  Réflexions  sur  une  espèce  singulière  de 
loterie  nommée  loterie  génoise  (en  français).  C'est  une 
réponse  faite  au  grand  Frédéric  qui  l'avait  consulté  à  ce 
sujet. 

5.  Calculintégral. 

6.  Mécanique.  Principia  pro  moiu  sanguinis  per  arte- 
rias  determinando,  en  4^  paragraphes;  les  paragraphes 
I  Â  i4  manquent. 

7.  Astronomie,  j^stronomia  practica  contient  219  pa- 
ragraphes et  7  chapitres  sur  l'altraclion  des  sphères,  et 
sui  les  forces  perturbatrices.  —  Nouvelles  Tables  astro- 
nomiques pour  calculer  le  lieu  du  soleil,  Berlin  I744i 
avec  beaucoup  de  corrections  grammaticales  de  la  main 
de  Formey.  Euler,  obligé  d'écrire  en  franc  ai  s,  langue  qu'il 
connaissait  encore  peu,  rédigeait  ses  Mémoires  en  latin 
et  puis  en  faisait  des  versions,  ce  qui  lui  preo ait  beaucoup 
de  temps  \  dans  la  suite ,  il  parvint  à  écrire  de  prime  abord 
en  français. 

8.  Artillerie.  Meditatio  in  experiiitenta  explosionc 
tormentorum  Huper  insiititt/i  (autogr.  6  pages). 
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0.  Phytica.  Un  iraîté  de  physique  en  allemand,  ^rit 
ver»  1 73o  et  pour  lecjuel  Euler  a  reçu  i  oo  tbalers  de  )çra- 
lification;  la  sixième  feuille  manque;  contient  les  prin- 
cipes généraux.  —  Théorie  générale  de  la  dioptrique  (en 
français);  difftre  beaucoup  du  Mémoire  ingéré  en  I^ÔS 
dans  les  Mémoires  de  V  Académie  de  Pans;  el  M.Fuss  dit 
que  la  publication  serait  encore  très-intéressante.  —  Re- 
cherches sur  la  découverte  des  courants  de  la  mer  (en 
français).  Il  serait  intéressant  de  comparer  ce  Mémoire 
avec  la  Géographie  de  la  mer,  par  Maury,  ouvrage  tra- 
duit par  mon  fils,  professeur  d'hydrographie  à  Dun- 
kerque.  —  Commencement  d'une  réponse  à  une  question 
proposée  par  l'Académie  de  Pariscn  lySietnou  envoyée. 
Fusa  dit  qu'elle  aurait  éié  couronnée. 

Mélanges.  Dans  cette  précieuse  réunion  de  documenU, 
M.  Fuss  a  montré  autant  de  dévouement  que  de  sagacité. 
Tous  ces  papiers  étaient  entassés  sans  ordre.  Car  en 
177a  la  maison  d'EuIer  fui  détruite  par  un  incendie  et 
tous  ses  manuscrits  furent  transportés  pêle-mêle  dans  un 
autre  domicile.  Il  y  en  eut  aussi  de  perdus  en  entier  ou 
en  partie. — Ce  préambule  est  suivi  del'Eloged'Euler,  par 
Nicolas  FosSj  père  du  secrétaire  actuel,  et  lu  à  l'Acadé- 
mie du  a3  octobre  1783  (xzix-xlix).  —  Ensuite  :  Index 
systématique  et  raisonné  des  Mémoires  arithmétiques  de 
Leonhai-d  Euler  contenus  dans  les  deux  volumes  de  cette 
collection,  par  MM.  V.Booniakowsky  et  P.  TchebychGw(*) 
(m-txxxvii). 

i"  section.  Divisibilité  des  nombres;  décomposition 
des  nombres  en  facteurs;  nombres  premiers;  théorie  des 
résidus. 

{*)  V  «al  la  letlre  initiale  de  Pernouri;  ,  lalnt  ruue ,  patron  de  la  rille 
de  Borrowa,  eativerncmcnt  de  Kalouga.  M.  Tcbcbjchew  e>t  né  prèa  de 
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a' soctioH.  DéeoropositioB  des  nombres  en  Bomne»  de 
difl^entes  formes  en  carrés, en  nombres  trJangalùres,  cte. 

3*  section.  Analyse  do  Diophanie;  r^lutioo  d'éqiu- 
ttons  indélerminées.  Problèmes;  les  sujets  sont  classés 
d'après  le  Dombra  d'équations  simultanées  qu'il  faut 
nisoudre  sur  certaines  conditions  et  non  d'après  le  nom- 
bre des  inconnues ,  dislinrtiou  très- rationnelle. 

i  1 .  Mémoires  qni  se  rapportent  plus  on  moios  direo- 
lemeiit  à  la  théorie  des  nombres. 

Cet  index,  conçu  dans  un  esprit  pbiloaopliii|ue ,  oBire 
une  lecture  très-instructive  et  facilite  singulièrement  les 
recbercltes.  L'index  donne  les  titres  de  quatre -vingt-faiùl 
Mémoires  publiés  antérieuremo]  t  et  de  cinq  inédits.  A  cAlé 
des  énoncés  latins,  les  auteurs  ont  mis  des  tradncUc»s 
françaises  avec  d'utiles  deTeloppementa  i  les  Mémoires 
sont  de  1732-1772. 

Tomus  posterior,  ia-4  de  65 1  pages- 

X,es  Mémoires  de  177^  à  178X  et  les  Opéra  arithmetica 
inédites. 

Tractatui  d«  aumororutn  doclrina  capita  xTi  çua 
supersuat,  de  Soi  k  5^5,  comipence  par  les  Notices  les 
plus  élémentaires,  et  cbapitreXV,de'^V'ùon£u^  numen- 
rumformte  ic'  -f-  a  y*. 


KuMHEft.  Sur  la  loi  générale  de  réciprocité  dts  restes 
de  puissance. 

C'est  une  extension  du  théorème  de  Legendre  et  de 
Gauss  sur  la  loi  de  réciprocité  pour  les  formes  quadrati- 
qnes,  section    5*  des  Disquisitiones ^  et  s'applique  aai 
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puissances  X  ;  ce  nombre  X  étant  premier  absolu,  mais  ne 
se  rencontrant  pas  comme  facteur  dans  l'un  des  numé- 
rateurs des  premiers  -  (X  —  i)  nombres  bernoulliehs. 

Divisons  la  suite  naturelle  des  nombres  carrés  par  le 
nombre  premier  p-,  les  puissances  de  p.  donnent  pour 
reste  zéro;  mais  les  autres  carrés  donnent  pour  reste, 
-  non  tous  les  nombres  de  la  suite  i,a,3,. .  ',p — i;  mais 
certains  de  ces  nombres  qu'on  nomme  résidus  quadrati- 
ques, et  les  autres  nombres  de  cette  suite  sont  nommés 
résidus  non  quadratiques  ou  simplement  non  l'ésidus; 
soit,  par  exemple,  p  ^  5;  dans  la  suite  i,  a,  3,  4,  les 
nombres  i  et  4  sont  résidus ,  et  a  et  3  non  résidus,  car 
1, 4i  9r  <^i  divisés  par  5  ne  laissent  pour  restes  que  i  et 
4-  Gauss  a  démontré  le  théorème  suivant  qu'il  nomme 
fondamental  (Disquisit.  ,§131,  section IV.) 

&>ii!  p  un  nombre  premier  de  la  forme  4a-i~i.  Si, 
parmi  les  résidus  quadratiques  de  p  se  trouve  un  nombre 
prerrder  q ,  le  nombre  p  sera  aussi  un  résidu  quadratique 
de  q;  et  ^l'q  est  un  non  résidu  de  p^p  est  aussi  un  non 
résidu  de  q. 

Si  p  est  un  nombre  premier  de  la  forme  4  n  +  3  e/  +  q 
un  nombre  premier  résidu  quadratique  de  p,  alors  — p 
sera  rvsidu  quadratique  de  n;  et  si  +  (j  est  un  non  résidu, 
—  p  sera  un  notf  résidu  de  q. 

C'est  ce  théorème  fondamental  qui  constitue  la  loi  de 
réciprocité  des  résidus  '  et  non  résidus  quadratiques  ,- 
c'est  cette  loi  que  M.  Kummer  a  étendue  à  des  puissances 
quelconques ,  assujetties  à  la  condition  ci-dessus  énoncée  j 
sa  démonstration  est  fondée  sur  la  théorie  des  nombres 
complexes  effectifs  et  idéaux  [*),  démonstration  analogue 

(')  Des  BcliîmweiDeDU  >ur  Iss  nombres  Hèéax  qui  os  «ont  p*s  lea  ini«- 
giniirm  ordinaires  sont  Irèi-désirnbini .  même  indifpcneablea. 
Bulletia  m-ihimaliiae ,  l.  IV.  (Septembre  i8&S.}  9 
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k  la  seconde  démonstration  que  Gaïus  a  donnée  de  son 
théorème  fondamenial  {^Dùq, ,  sect.  V,  §  209).  Ce  Mé- 
moire  «xtrimemeni   concis   échappe  à    toute   analjse. 
{Bulletin  del'Acad.  de  BeHin.) 


V.  BouHiiEO^sKT.  Sur  un  problème  Âe  position  relatif 
à  la  théorie  des  nombres.  (Bulletin  physique  et  mathé- 
matique de  l'Académie  de  Saint-Pélerdiourg,  t.  XVI, 
i85,.) 

1.  Soit  la  suite  naturelle  des  nombres  impairs  de 
là  a  N  +  I  écriu  dan»  ces  ordres  successifs  ;  pour  fixer 
les  idées ,  prenons  N  =  4  ■ . 

Ordre  primitif, ...  i      234^^789 

n»i 86421     3579 

n*a 7     3     2684     ■     ^9 

ii"3 5    4    6    3    7     a     8     i     9 

n°  4 I      a     3     4     5     6     78-9 

Le  raug  n"  i  se  trouve  déduit  du  premier  d'après  cette 
loi  :  on  écrit  le  premier  terme  (i)  sous  le  terme  du  mi- 
lieu (â);  le  second  terme  (a)  à  gauche  du  i;  le  troisième 
sera  à  droite ,  le  quatrième  à  gauche,  et  ainsi  de  suite. 

On  déduit  le  rang  n°  a  du  rang  du'n"  i,  d'après  la 
même  loi;  le  premier  (8)  sous  le  terme  du  milieu  (1);  le 
second  terme  6  k  droite^  le  troisième  terme  4  ^  gauche; 
parvenu  au  quatrième -rang,  on  retrouve  l'ordre  pri- 
mitif. ■ 

Si  dans  l'ordre  primitif  on  s'arrête  à  8,  il  suffit  de  sup- 
primer la  colonne  des  9  ;  on  voit  même  qu'en  général , 
soi  t  que  l'ordre  primitif  se  termine  par  a  N  ou  par  a  N  -i- 1 , 
il  faut  toujours  former  le  même  noinlu%  de  rangs  pour 
revenir  à  l'ordre  primitif 
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2.  Soit  donc  la  suite 


où  v  est  uo  nombre  quelconque  de  cette  suite  ;  représen- 
tons par  C|  le  quaniième  de  la  place  qu'occupe  ce  nombre 
y  dans  un  rang  quelconque ,  et  ptr  v,  le  quantième  dans  le 
rang  immédittement  suivant;  les  places  sont  complus 
de  gauche  à  droite.  On  a  cette  relation 

4..  =  4H  +  3-(-).,  (>".-') 
et  l'auieàr  parvient  k  ce  théorème  final  : 
.    Le  nombre  mmimom  de  transformations  qui  ramène 
à  son  état  primitif  un  agrégat  composé  de  aN  -H  i  ou 
aM  éléments,  est  déterminé  par  texposant  n 
satisfaisant  à  la  congruence 

4''— i=4N  +  iC). 


Exempte  : 


=  4i   4m 


ou      C  =  4  i      4*  —  1  =  3^5  =:  >  7  .  1 5  , 

H  =  5;     4N  +  i=:ai; 


On  trouve  dans  cet  ingénieux  travail  encore  d' autres 
considérations  très-intéressaniet;  par  exempte,  il  y  a  le 
ea>  où  l'on  rencontre  des  colonnes  formées  put  le  m£me 
nombre  qui  se  répète^  soit  N^8;  a^-i-i=tj,  le 
nombre  6  est  le  même  danri  la  sixième  colonue,  comme 
le  nombre  ty  dans  U  dernière  colonne;  on  donne  des 
rè^ea  pour  trpaver  ces  scHles  de  nombres. 
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TbATTjLTO    DBL    modo    BKBVISSmO    Dl    TKOViKE   I^    KÂDtCB 

QutDKt  DELLi  iTOMEBi ,  Cl  Rt^ole  d'approssîmarsi  di 
contiauo  al  vero  aelle  radici  de'  numeri  non  qiuâratï , 
con  le  cause  et  invention!  loro,  et  anco  il  modo  di  pi- 
gliame  la  radîce  cnba,  applïcando  il.tutto  aile  opéra- 
tioni  militari,  et  altre  di  Pi'etro  Antonio  Cataldif 
lectore  délie  scienze  matematiche  nello  studio  di  Bo> 
logna  ;  ail' illustrissimo  signore  et  padrone  colendiftsimo 
Fra  LudoTÏco  Mariscotti ,  conte  et  cavalliero  Hien>- 
solimîtano  gentilhuomo  di  caméra  del  serenissimo  sig. 
daca  di  Savoia,  et  stipendiato  délia  sacre  Maesta  del 
Be  Catolieo,  in  Bologna,  apresso  Bartolomeo  Cochi. 
MDCXin.  Con  licenza  de'  superiori;  In-folio  de  140 
pages;  titre,  dédicace  et  poëme  a  pages. 

A  la  dernière  page  (140)7  l'auteur  s'adresse  au  lec- 
leur  et  sollicite  son  indulgence  pour  le  peu  d'ordre  et 
même  de  clarté  qui  règne  dans  l'ouvrage  auquel,  tour- 
menté par  des  douleurs  physiques  et  morales,  il  n'a  pu 
travailler  qu'à  bilons  rompus  et  par  fragments.  Les  der- 
nières lignes  annoncent  que  le  maouscrit  a  été.  livré  à 
l'imprimerie  le  lundi  11  ao&t  i597  i  ai  heures  un  quart 
(9  heures  un  quart  du  matin)  (*). 

La  vignette  du  titre  porte  le  blason  des  Mariscot  avec 
la  devise  Lo/atemant  sans  douter;  le  portrait  en  taille- 


(•)  CaMldi,DéB  Bologne,  mort  le  it  Hïrier  i6î8.  ProresMUT  de  n«- 
lhéiii«tli]uesotd,'»lroii<]inie  à  runiverailë  (le  Bologne  depuii  lâSflasqu'i 
1614.  A  public  pli»  de  trente  onvragea. 
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douce  du  chevalier  de  Malte,  alors  Agé  de  trente-cÎDq 
ans,  précède  la  dédicace  (*). 

Daoa  les  douze  premières  pages,  on  lit  une  méthode 
abrégée,  très-péniblement  exposée,  de  l'extractioD  de  la 
racine  carrée  et  d'autres  racines;  on  trouve  chiffre  par 
chiffre,  mais  des  opérations  mentales  facilitent  les  sous- 
tractions ,  les  divisions  et  les  élévations  aui  carrés.  L'au- 
teur sépare  les  tranches,  allant  de  droite  k  gauche,  en 
mettant  un  point  sous  le  premier  chiffre,  on  autre  point 
sous  le  troisième,  le  cinquième,  etc. 

La  page  i  a  a  pour  titre  ; 

■Discorso  mtomo  al  modo  di pigliarcj  à  ti'ovare  la  ra- 
diée tjuadra  prossima  deUi  nwruiri  non  quadrati,  for- 
mando  il  rotto ,  cke  sia  pià  del  doveroy  et  délia  appros* 
simasione  continua. 

Procédés  et  raisoDoemenls  très-justes,  mais  portant 
toujours  sur  des  exemples  numériques.  Ils  sont  obscurs 
et  pénibles  'à  suivre  :  transcrits  algébriquement ,  tout 
se  ramène  à  ce  qui  suit: 

Soit  N  un  nombre  entier  non  carré;  posons 

où  a*  est  le  plus  grand  carré  contenu  dans  N;  on  a  les 
identité 

»  =  «•  +  »  =  C«  +  -^V--;^=»;-i, 


"R" 


(')  Le  célébra  général  du  Génie  MareKot,  mort  eo  i83i,  préleodail 
descendre  de  celte  faroillo  iei  MariKotti  qai  ■  produit  pliuieun  bomaieB 
.  diatingnéa  dci  le  xiii'  liècle. 
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II, ^*H )       i,  =  7— .)       fl,  =  «,  —  ■' )        e,^7— ;»■•  — 

Oa  voit  que  les  quantités  a, ,  a* ,  Oi ,  etc. ,  vont  en  dimi- 
nuant et  sgnt  toujours  supérieures  k  \N.  En  effet 

a',  =  a,  +  b  +  j^,, 

a.  =  «î  —  i,  +  7-^  =  o.  +  *  +  7-^1» 
4",  4'», 

.  —  vont  aussi  en  diminuaùt. 
2a    2ii,    3a, 

Aioai  on  approche  de  plus  en  plus  de  la  racine ,  toujours 

par  excès  (  pih  del  dovere  ) . 

L'auteur  donne  pour  exemples 

I-.  ^/p,       o=6,     6  =  8, 

et  trouve  successivement 

.    n3  3  i46i 

a.     /«  3  3o3  3371713 

3-.^,       ..  =  ,-,     «.  =  753.     '■.=.75^^- 

4-.  ,/3,         «,  =  »,     .,=  .|,     ».  =  .|^. 

7^3  29Ç)3o32oi 

'''~'  10864'      "'  ~  '  408855776" 

Ce  procédé  algébriquement  écrit  devient  une  série. 
3.  A  la  page  18,  on  trouve  ce  procédé  pour  trouver 
des  valeurs  de  plus  en  plus  grandes^  mais  toujours  in- 
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férîeuK 

ïS  (minore  del  àoverv)  à  U  ' 

fraie  valeur; 

N  — 

«■  +  »  = 

^(■-^r- 

b 
m+i 

»■ 

~ 

(a<i  + 

"0= 

=-;.+ 

-(«■ 

+    '■    V 

+  y(; 

.  +  a  +  i 

)'-2«,(«  +  «,  +  l 

:)+»:- 

-».-«; 

J 

(«  +  «,  +  .)■ 

=  («.- 

^          ».' 

V,  ».[(«+.)■ 

«,+■)■ 

^'  =  "i 

+  4. 

'^.+«, 

+  J+         (»  + 

Or 

(.  +  i)'>o;  +  i,     «     .,>«,,     ■ 

■;<». 

et  ainsi 

de  suite 

Exemple  : 

m. 

ï,  — 6— -1     «,= 

a,  =  6 
■  528 

's 

'77 

Il  fait  la  juste  remarque  que,  pourvu  que  l'on  choisisse 
pour  01  une  valeur  quelcouque,  mais  telle  que  son  carré, 
soit  inliâncuràN,  le  gsème  procédé  donne  pour  a^  une 
Tslenr  plus  approchée  et  toujours  par  défaut;  par  exemple 
prenons 


qui  remplit  la  condition  exigée;  on  trouvera 

109 

Soit 

H  =  20  -  ; 
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prenons 

on  ifODTe 

..  =  4i|,    ..=4^.    ".=4^- 

Chacun  de  ces  calcals  numéiiques  occupe  deux  pa^ 
in-folio. 

3.  Autre  procédé  pour  trouver  les  racines  par  défaut. 
Soit 

H  =  o;  —  6,  =  a;-i-p,, 

on  a 


^- 


et  cette  valeur  est  plusgrande  cpie  a,  et  par  conséquent 
plus  approa^ée. 

Exemple  : 

4.  (P.  33.)  Soient 

N  =»  <  +  p,  =  «î +.  p„ 
on  aura* 
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11  donne  encore  d'autres  procédés  du  même  genre  ci 
montre  même  qu'on  peut  toujours  trouver  la  racine  à 

moins  de  7  près,  soil  par  excès,  soit  par  défaut,  et  l'on 

voit  que  tous  ces  procédés  mènent  à  des  approximations 
par  séries. 

5.  (P.  4o-)  On  y  lit  une  remarque  importante  qui  re- 
vient à  ceci  : 

Soit 

N  =  a'  4.  A, 

a  étant  le  plus  grand  carré  contenu  dans  N;  si  a  -| 

est  une  valeur  approchée,  alors  a  -1 7-    sera  une 

3(1 

valeur  plus  appronliée  et  par  défaut. 
Il  le  démontre  ainsi.  On  a 


("■^ r)=''+* — 7 rv+7 — 


II  prend  a  =  4)  &  =  3  et  emploie  deux  pages  in-folio 
pour  calculer  le  mancamento,  ce  qu'on  appclio  aujour- 

BulItliH  malUmati^He,  t.  IV.  (Oclobrc  iSli8.)  lO 
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d'buî  reste  des  séries.  Cataldi  ne  manque  jamais  de  cal- 
culer ces  restes  qui  sont  pour  ainsi  dire  l'ime  de  sou 
travail  et  aussi  la  partie  la  plus  laborieuse. 

Ensuite  il  remarque  aussi  que  quand  la  première  ap- 
proximation est  par  défaut,  la  seconde  est  par  excès. 

On  voit  ici  le  germe  des  approximations  par  fractions 
continues, 

0.  (P.  57).  Il  résout  le  problème  suivant  par  l'algèbre: 
Per  salisfare  alli  curiosi,  et  vagfii  deîle  diversità,  cht 
intendono  cssa  regoîa  délia  cosa. 
Soit 

prenons 

.=4,  »=,ii.- 

ainsi  la  valettr  approcbée  est 


■     *-s- 

Quel  nombre  faut-il  joindre  k  8  pour  que  l'on  ait 


'18        , 

Bësolvant  cette  équation,  il  trouve 
5 

ainsi  N  est  un  carré  parfait  dont  la  racine  est  4  £■  E^t  an- 
tres problèmes  d^  même  genre  pour  d'autres  nombres. 
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7.  (P.  6a.)  N  =  o'  ■+■  6;  il  prouve  que 


est  une  approximalion  par  excès. 

8.  (P.   70.).  Il  Péduil  VïS  «n  fracUoji  coulinue  de 
celle  manière.  La  première  valeur  par  excès  est  4gi 

donc  la  seconde  valeur  par  défaut  {n"  5)  scia  4+-; — ^; 
•   8  +  g 

cousidéranl  — ^ —  comme  une  fraction  simple,  la  troi- 
sième  valeur  par  «xcès  sera 


el  ainsi  de  suite  ;  aipsi  c'est  une  fraction  continue  dont  les 
numérateurs  ne  sont  pas  l'unité.  Mais  dans  ce  cas  on 
peut  l'écrire 

4+-^ 
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Ce  proi-édé  peut  se  géiiéraliser.  Oa  a 

x'-i-ax  =  b, 
d'où 


Il  pous^  El-   calent  jusqu'à  U  cinquième  fractioD,  li 
trouve 

1-5  _  ,  5oTt5ooo633 
209004533016 

Caialdi  sait  apprécier  l'importance  de  son  iuveDtion, 
qui  doDoe  alternativement  des  valeurs  par  excès  et  par 
défaut.  Il  la  nomme  mirabite  proprietà  (p.  ^o). 

La  première  approxit 
valeur  jilns  approchée 


Il  pousse  les  approximations  si  loin,   qu'il  obtient  d« 
nombres  formes  de  cinquante  chiffres. 

A  la  page  94  commencent  des  applications  géométri- 
ques aux  triangles  rectangles,  aux  gnomons,  qui  moll- 
irent géométriquement  les  approximations  données  ci- 
dessus  par  l'aritlimétiquc. 

(P.  104.)  Règles  pratiques  pour  ranger  les  fantassins 
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va  carrés.  Au  bas  de  la  page  117,  ou  lit  la  phrase  finale 
Laus  Deo  semper;  cependant  l'ouvrage  continue.  A  la 
page  1 18,  on  donne  une  méthode  pour  extraire  la  racine 
carrée  des  nombres  mixtes  sans  réduire  les  entiers  en 
fractions. 

(P.  130.)  Règles  pour  ranger  les  hommes  eu  carré  sur 
UD  terrain  de  superCcie  donnée  (quadra  di  terràno) 
ayant  égard  aus  disUnces  réglementaires  entre  les  com- 
pagnies et  les  hommes. 

(P.  i3o  jasqu'à  la  fin.)  Extraction- de  la  racine  cu- 
bique d'un  nombre  entier  et  ses  applications. 

Les  calculs  et  les  discours  d'une  longueur  rebutauie 
ont  nui  à  la  réputation  de  cet  ouvrage  qui  renferme  deux 
découvertes  importantes  :  les  approximations  sériaires  et 
les  approximations  farjractions  continues.  C'est  M.  Libri 
qni  le  premier  a  fait  ressortir  le  mérite  de  Cataldi  dans 
son  Histoire  des  sciences  mathématUfues  en  Itxtlie  (  t.  IV , 
p.  93  j  i84>)  j  ouvrage  où  l'auteur  se  montre  savant  géo- 
mètre, érudit  consommé,  littérateur  éminent,  écrivain 
cloquent,  zélé  patriote ,  digne  alors  du  noble  pays  qui  l'a 
t  u  naJtrc.  Les  nombreux  écrits  de  Cataldi  sont  très-rares, 
Riôme  en  Italie.  La  Bibliothèque  impériale  possède  trois 
volumes.  M.  Ravencl,  conservateur  des  imprimés,  a  bien 
voulu  mettre  à  ma  disposition  un  des  volumes  inscrits 
V .  ^3  ;  il  renferme  deux  traités,  celui  que  nous  avonsessayé 
d'analyser  et  encore  celui-ci  :  Tratlalo  del  quadratura 
ilel  cerchio,  etc.,  35  pages  et  S  planches;  itJia.  Ce  soûl 
une  foule  d'approximations  par  excès  et  par  défaut  ;  les 
déuomiuatcurs  des  fractions  étant  des  carrés,  il  s'en  sert 
pour  réfuter  une  quadrature  du  cercle  pioposce  parPellc- 
^riuo  Borrcllo,  professeur  de  matliémaliqucs  à  Rc(i;gio 
(<luchc  de  Modèiic). 
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JOUKHAL    FUR   DIE   HEINE   VND   ANGEWAMDTB    MlTBBltlTIK. 

In  zwangloscn  hefteti  ^  als  forizetzuug  de&  von.  Â.  L. 
Crelle  gegrundeten  joumats,  beraïugegeben  unter  mit- 
wirkung  des  Herren  Steincr,  Schvllbach,  Kummer, 
Kronecker,  Weierstrass  ;  von  C.  W.  Borchardt  mît 
tliâttger  Beflirderung  hoher  kOniglIcber  Preussicher 
lîehtirden.  Funf  und  fbnfzigsier  Band.  Erstes  hefi, 
Berlin,  i858,  Druek  und  vcrlag  von  Geoi^  Reimer.  — 
Journal  des  malliémaliques  pures  et  appliquées,  conti- 
nuation par  cahiers  libres  du  journal  fondé  par  A.  L. 
Crelle,  publié  parC.  W  Borchardt  avec  la  collabora- 
lion  de  MM.  Steîner,  Schellbach,  Kummer,  Kronec- 
ker, Weicrsirass,  et  par  les  encouragements  efficaces 
de  la  haute  administration  royale  de  Prusse,  LV'  vo- 
lume, i'^  cahier.  Berlin,  i858,  imprimerie  et  librairie 
deGeorg.  Reimer. 

Le  premier  volume  a  paru  en  1836;  ainsi,  en  trente- 
deux  ans,  on  a  publié  54  volumes;  quelle  activité  dans 
la  plus  haute  région  de  l'intelligence.  Puisse  le  digne 
représentant  de  cette  région ,  le  journal  du  savant  et 
lucide  géomètre  Liouville,  obtenir  aussi  en  France  les 
encouragements  efficaces  de  la  haute  admiaistration . 


J  DU   PBEHIEB  CAHIER. 

Jacobi.  c.  g.  3.  Sur  la  substitution  [ax*-^^bx  +  c)y* 
M- 2  (o'a:*-*- a  fi'a;-f- c')y+- û'a*-»- afar-h  c"=  o, 
et  sur  la  réduction  de  l'intégrale  abélienne  de  pre- 
mière classe  à  la  fornude  normale  [Mémoire,  posthume 
conimuniçué  par  AI.  F.  Hichelot). 

Celte  même  expression  peut  s'écrire  sou»  cette  furmc 

[«}'+  2o>  +  <i'').r'4-7.[/.r'+.2  6'v-4-  b")x 
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d'oà  l'on  déduit 

{<y'+  ao'j-H-  fl")*+  ij''  +  2fi'/-(-6''=  v'Y, 
X  ss  (a'«'+  2 b'x+  c'y+{ax^-h abx+c]  [a'x'+  a b"x  +c") , 
t=  (*r'+2  6>4- A")*— («>■'-'-»''>+'«'')  ('y'+a'^'j'-':'')- 

La  diQ^renliation  donne 

[{«r'+  aa'/+  o")  *  -<-  Ar'H-  ai>-H  t°]  <ie 

d'où 

^      \/ï"    ' 
équation  aux  fonctioDS  elliptiques. 

Ainsi ,  li  X  et  i/X  sont  simultanément  réels,  il  eu  sera 
demAmede^et  ^Y  •,  cl  vice  versa;  si  x  tt  ^Xaonl  limul- 
lanément  rationnels,  il  en  «era  de  même  pour  y  et  ^• 
Faisons  a'=£'=c'=:0}  alora  on  voitque  S)  l'on  pent 
rendre  carrée  /'une  des  deux  expressions 

—  (ax>  -h  2  ftx  -H  c)  (<i"x'+  afi"*  +  e"), 

tfir'+fi")'-('y^+«"){<:r'+c"}, 

on  peut  aussi  rendre  carrée  rnutre  expression.  Cela  cor- 
respond k  la  réduction  de  l'intégrale 


h 


f  ^—  (ax'  +  2  J*  +  c)  (  a"x*  +  a  t"T  +  c"  ) 
à  la  forme 

<r 


/; 
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queLegcndrc  oblienl  parla  sabstilulion 


cl  que  l'on  déduit  aussi  de  ci-dessus  en  posant 

Enltir  n'a  considéré  que  le   cas  où  X  et  Y  sont  des 
fonctions  homologues,  c'est-à  dire  où  l'on  a 

a'=bi     a'^c;     b"  =  c'i 

c'est  Lagrange  qui  a  donné  la^ forme  générale  ci-dessus 
dans  les  Mémoires  de  l'Académie  de  Turin,  i^SS.  M.  Ja- 
cobi  étend  ici  la  même  méthode  de  substitution  A  rinié- 
grale  abelienne 


/: 


If^-hf)^ 


de  même  que  pour  les  fonctions  elliptiques,  Eulcr  parvient 
par  des  voies  didéreiites  k  des  formel  semblables,  savoir, 
d'abord  eu  faisant  disparaître  dans  ¥  les  puissances  im- 
paires, ou  bien  aussi  le  premier  et  le  dernier  terme,  ei 
déduit  de  là  le  théorème  sur  l'addition  des  fonction» 
elliptiques ,  Jacobi  parvient  ici  de  la  même  manière  à  une 
addition  de  fonctions  abéliennes  ainsi  exprimée 

T=,.'f(t'-c)'+p'r(f~c){al'-b^]  +  r(a,'-b^y, 

changeant  t  en  t',  ou  obtient  T'. 

!l  faut  aussi  consulter  pour  la  parfaite  intelligepcc  de 
ce  Mémoire,  extrait  des  papiers  de  l'illustre  analyste,  Ip 
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Mémoire  de  M.  Richelot ,  dans  le  tome  XVÏ ,  pdge  134  > 
1837  :  De    transjormatione   integraHum   ahelianorum 
primi  ordinU   commentatîo ,  travail  que  Jacobî    avait 
donné  à  exécuter  à  son  célèbre  élève. 

A.  CiTLEY.  Sur  quelques  formules  pour  la  transforma- 
tion des  intégrales  elliptiques  (en  français). 

TcHEBtcHKP  (Bull,  de  l'Académie  de  Saint-Péterabour^, 
n"  370,  t.  XII).  Sur  les  questions  de  minima  qui  se 
rattachent  à  la  représentation  approximative  des 
fonctions  (en  français). 

Solution  de  ce  problème. 

Étant  donnée  une  fonction  quelconque  avec  des  para- 
mètres  />,,/?))... ,  p. ,  il  s'agît  par  un  choix  convenable 
des  valeurs  px,  p^,. . .,  p„,de  réduire  au  minimum  la 
limite  de»  écarts  de  la  fonction  de  o  entre  x=  — A 
et  X  =  A. 

ToRTOuni  (Annali  di  Mat.,  n"  a»  mars  et  avril  i858}. 
Nouvelles  recherches  relatives  à  la  substitution  linéaire 
pour  la  réduction  des  fonctions  elliptiques  de  pre- 
mière espèce  (voir  36  et  38  du  JoumtU  de  Crellef 
Plana  et  Ricfielot). 

Lebut  de  ce  Mémoire  est  de  t-amener 


/; 


^A  -f-B«+C«'+D«'  +  E«' 


h 


1  ^L+H^+H*' 
sans  décomposer  l'équation  du  quatrième  di'gré  en  dellx 
facteurs  réels  du  second. 

BallelU  malAAnaHf BC  t.  IV.  (Norambre  i85S.  )  1 1 
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(8") 
Bkioschi  (François)  (Annali,  mai,  juin).  Sur  les  équa- 
tions du  multiplicateur  pour  la    transformation  îles 
fonctions  elliptiques. 


lODBSAL    DB   CRELLE. 

Contenu  du  a* cahier,  t.  LP'  {voir  p.  y8). 

S.  AnoNSOHK  (p.  97).  Théorie  des  Jonctions  hom< 
du  troisième  degré  à  trois  variables. 


deux  systèmes  de  variables  primitives; 

X„X„X„     U„U„U,, 

deux   nouveaux  systèmes  de  variables  correspondant: 
entre  lesquels  subsistent  ces  relatious 

=  a,X, +a,X,  +  <x,X,, 

=  p,x,-«-p,x,+p,x„ 

=  7.X,  +  7.X,+7,X,. 

IU,  =  «.«,-4-p,«,+7.«,, 
U.  =  a,tt,  +  p,«.+7,«„ 
U,  =  «,«,+  p,«.  +  ./3«,. 

(i)    sera  dite  substitution  primitive} 
(a)  sera  diie  substitution  transposée. 

Désignons  le  déterminant  commun  aux  deux  subsiii 
lions  par 


désignons  encore  par 
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deux  fonctions  qui  passent  l'une  dans  l'antre  par  la  sub- 
slilution  primitive. 

Nous  nommerons 

I.  Invariant,  une  combinaison  A  de»  coefficients  de  yj 
qui  ont  avec  les  coefficients  correspondants  do  la  fonc- 
liony'  ta  relation 

iiù  X  est  un  entier  positif. 

n.  Covariant,  une  fonction  <f  des  coefficients  de  _f  ei 
des  variables  x„  j~,,  x,  qui,  en  employant  la  substiiu- 
tioa  primitive  (i),  »,  avec  la  fonction  ^,  formée  analogi- 
quement des  coefficients  et  des  trois  variables  X,,  X,,  X9 
de  la  fonction  1^,  la  relation 

f' (X„  X„  X,)  =  r*  ,  (x„  j:„  jr,). 

Ul.  Forma  arljointe,  une  fonction  V  des  coefficients 
de/et  des  variables  u,,  m»,  ui  qui,  par  l'emploi  de  la 
substitution  transposée  (a),  a,  avec  la  fonction  Y'  formée 
analogiquement  avec  les  coefficients  et  les  variables  U,, 
U|,  U,  delà  fonction/',  la  i-elalion 

r{U„U„U,)  =  r^r  {«„  «„<(,} 

IV.  Forme  inlermédiaire,  soit  &  une  fonction  des  coef- 
ficients de/ et  des  deux  systèmes  de  vaiiables  x,,  x,,  x,, 
U|,  U|,  U|,et  0'  une  fonction  (ormée  analogit/iicment,  par 
l'emploi  des  deux  substitutions,  avec  les  coefficients  de/ 
et  les  variables  X.,  X„  X„  IJ„  U„  U,. 

Si  l'on  a  la  relation 

»'  (II„U^U,;  X„X„  X,)  =r'  e(H„u„«,;  x„^„x,}, 
alors  6  est  une  forme  intermÀliaire  (*). 

Les  dcnomioaiions  (I)  et  (H)  ont  été  introduites  par 
M.  Sylvestre;  la  dénomination  (UI),  par  Gauss. 

(■)  Cn  rormui  seront  e>plii|iii'Bs  en  iH^'i). 
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La  quatrième  classe  n'a  pas  encore  été  coosidérae  jus- 
qu'ici. Son  importance  ressortira,  dans  la  suite  de  ce  tra- 
vail; elle  forme  le  passage  de  (II)  à  (III). 

Ce  Mémoire^  de  95  pages,  renferme  vingt-sept  beaux 
théorèmes  sur  ces  quatre  classes,  de  la  plus  haute  valeur 
analytique  et  même  géométrique  pour  les  lignes  planes 
du  troisième  ordre.  Nous  essayerons  de  les  faire  connaître 
successivement.  Le  célèbre  analyste  s'occupe  d'une  théo- 
rie générale  des  fonctions  homogènes, 

Caylby.  Ifole  lur  la  composition  du  nombre  4?  P^ 
rapport  aux  vingl-iroùièmes  racines  de  VvmTt  (en 
français) . 

Soii  a  une  racine  a3'  de  l'unité;  M.  Kummer  a  dé- 
montré que  47  est  le  produit  de  orne  facteurs  complexes 
qui  se  déduisent  du  suivant  a"4-a'*-|-a*-J-a'*-l-*'-l-«" 
(Journal  Lionville,  XQ,  p.  908).  On  sait  par  la  théorie 
générale  qu'il  existe  un  certain  nombre  47*-^  <)">  pc°l  >e 
décomposer  en  vingt-deux  facteurs  complexes;  quel  est 
iti  nombre?  Il  est  naturel  de  rechercher  si 

n'est  pas  décomposable  en  deux  facteurs  ;  car  alors  47*'* 
serait  un  produit  de  vingt-deux  facteurs  complexes; 
M.  Cayley  prouve  que  cette  décomposition  est  impos- 
sible. 


VoBL&NDEB  J,-J.  Ausgleichung  derfehler  pofygoaome- 
trischer  messungen.  In-8°,  55  pages.  — Compensation 
des  erreurs  dans  les  mesures  polygonoméiriques. 

L'auleur,  inspecteur  du  cadastre  dans  le  cercle  de 
Minden,  outre  la  méthode  précise  des  moindres  car- 
rés,  indique  deux  autres  méthodes  plus  courtes;  dans 
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l'une  on  change  convcnablemeiil  les  angles  leulement, 
et  dans  l'autre  les  angles  et  les  c&tés.  Ouvrage  très-e»- 
tiiné  en  Allemagne. 

Ulfbrs.  D,  W.  Praktische  Anleitung  und  tafeln  sur 
berechnung  von  Dreiecken  niederer  ordnung  und 
pofygonen,  etc.  • —  Indication  pratique  et  Tables  ponr 
le  calcul  des  triangles  d'ordre  secondaire  et  les  poly- 
gones. CoblenU,  i854. 

C'est  une  nouvelle  ëditioB  des  Tables  de  coordonnées, 
publiées  par  l'auteur  en  i833. 

Ces  Tables  contiennent  les  produits  de  sina,  cosa, 
cosécapar  les  nombres  lo,  ao,  3o,, . .,  go,  pour  la  di- 
vision centésimale;  car  dans  le  midi  et  l'ouest  de  t' Alle- 
magne, on  emploie  des  insuoimenis  gëodésiques  ainsi 
divisés.  Ces  Tables  facilitent  les  calculs  t  ri  gon  orné  triques 
et  dispensent  de  l'emploi  des  logarithmes. 

BuLLKTtH    DE   l'aCADÉMIE    DE   SaiNT-PÉTBBSBODHG  ,    |858. 

Stihive{WJ.  (XVI,  n°  383,  p.  367.) 
L'illustre  astronome  fait  le  récit  de  son  voyagea  Paris, 
du  bon  accueil  qu'il  y  a  reçu ,  et  parle  avec  enthousiasme 
du  grand  nombre  déjeunes  astronomes  qu'il  a  rencontrés 
en  Allemagne,  pépinière  astronomique,  espoir  de  la 
science. 


GÉlUÉALOfin  BB9  BIRNMILLI. 

1.  BernoulU  (Jacob),  né  dans  les  Pays-Bas  en  i583; 
quitte  Anvers  pour  échapper  aux  persécutions  du  duc 
d'Atbe;  se  relire  à  Francfort. 
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2.  Jacob,  petit-fils  du  précëdeni,  né  vers  i5gS;  s'éta- 
blit k  RkU  en  1633;  y  meurt  en  i634- 

â.  Nicolas,  filsaloé  du  précédent,  né  en  tôni;  mort  en 
1708,  négociant,  membre  du  grand  conseil  de  Bâle;  a 
laissé  onze  enfants. 

4.  Jacob  I,  cinquième  enfant  du  précédent,  né  à  Bàli; 
en  1654  décembre  37;  y  meurt  en  1706  août  16;  pro- 
fesseur de  mathématiques  à  l'université  de  Bàle  eo  1687 
(célèbre). 

5.  Jean  I,  dixième  enfant  de  (3),  né  à  Bâle  en  1667 
juillet  2j;  mort  en  17^8  janvier  1";  docteur  eu  méde- 
cine, professeur  de  mathématiques  à  l'université  de  Gro- 
ningue  (1695-1705)  (célèbre). 

H.  Nicolas  I,  fils  du  huitième  enfant  de  (3),  né  en 
1687;  mort  en  1749  novembre  -jS  ;  docteur  en  droit, 
professeur  de  mathématiques  à  l'université  de  Padouc 
(1716-19),  et  ensuite  professeur  des  Instituts,  de  la  lo- 
gique, â  l'université  de  Bâle. 

7.  Nicolas  U,  tils  de  (5),  né  1695  janvier  27  (Bâle); 
mort  1726  juillet  36,  à  Saint-Pétersboui^ ;  docteur  eu 
droit,  professeur  de  droit  (Bàle)  1723-1735;  de  mathé- 
matiques à  Saint-Piitersbourg. 

8.  Daniel  I,  second  fils  de  (5),  né  1700  janvier  t^ 
(Groningue);  mort  178a  mars  17  (Bâle);  docteur  en 
médecine,  professeur  de  mathématiques,  1725-33  (Saini- 
Pétersbourg  )  ;  analomie,  botanique,  philosophie  spécula- 
tive à  l'université  de  Bâle  (célèbre). 

9.  Jean  II,  le  plus  jeune  fils  de  (5),  né  1710  mai  18 
(Bàle),  mort  1790  (Bâle);  docteur  en  drOit,  professeur 
d'éloquence  (Bâle),  ei  en  1750,  professeur  de  mathéma- 
tiques. 
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10.  Jean  III,  fïls  du  prêchent,  né  I74'f  novembre  4 
(Bàle),  mort  1807  juillet  i3,  n  Kopnick,  près  Berlin; 
docteur  en  philosophie,  licencié  en  droit,  astronome 
(1767)  de  l'Académie  de  Berlin. 

11.  Daniel  U,  fils  de  (9),  né  1751  janvier  3i  (B&le), 
mort  1834  octobre  31  (Bàle);  docteur  en  médecine,  pro- 
fesseur d'éloquence  à  l'université  de  Bâle. 

12.  Jacob  II,  fili  de  (9),  né  lySg  octobre  17  (Baie), 
mort  1789  juillet  3  (Saint-Péterabourg);  noyé  en  se 
baignant  dans  la  Néwaj  professeur  de  mathématiques 
(Saint-Pétersbourg) . 

13.  Christophe,  lils  de  (11),  né  1783  mai  iS  (BAle); 
professeur  au  Pédagogîum  de  Halle  (i8oa),  chef  d'insti- 
tution à  Bàle  (1806-17);  professeur  d'histoire  naturelle 
k  l'université  de  Bàle  depuis  1817. 

14.  Jean-Gustave,  fils  du  précédent,  né  en  181 1  (Bâte), 
auteur  d'nn  yade-mecum  du  mécanicien. 

Rangés  par  ordre  de  naissance. 
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Ainsi,  5ur  les  douze  il  y  a  huit  octogénaires,  un  sep- 
tuagénaire, un  sexagénaire,  un  quinquagénaire. 
Age  moyen,  58  ans. 


LEONELLI  (Zecchini). 

Né  à  Crémone  en  1776  ;  étudie  l'architecture  k  Rome 
en  1793,  se  livre  de  prédilection  aux  mathématiques;  est 
à  Bordeaux  en  1800,  où  il  a  donné  pendant  quelques 
années  des  leçons  de  mathématiques  et  d'architecture. 
De  U  il  passe  i  Milan  et  publie  dan^  le  Journal  de  la 
Société  d'encouragement  un  article  sur  son  supplément 
logarithmique;  va  à  Venise  une  seconde  fois  et  s'y  marie; 
passe  à  Strashoui^  où  il  publie  sa  théorie  d'électricité  ; 
puis  à  Carlsmhe  au  service  du  grand-duc  de  Bade;  passe 
en  Franconie,  i  Vienne  (Autriche)  et  à  Trieste,  et  finale- 
ment à  Corfbn,  où  il  est  nommé  directeur  du  cabinet  de 
physique,  et  y  est  mort  le  la  octobre  1847.  Eu  i833,  il  a 
envoyé  à  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  des  Mémoires  : 
sur  la  chute  des  graves;  sur  la  trajectoire  des  projectiles 
terrestres;  la  cause  de  la  cessation  des  oscillations  du 
pendule;  la  force  vive;  une  correction  faite  k  ta  méthode 
de  tirer  les  racines  numériques;  une  expression  monàme 
algébrique  entre  le  diamètre  et  la  circonférence.  Les  tables 
logarithmiques  d'additions  et  de  soustractions  lui  ont 
coûté  beaucoup  d'années  de  fatigues;  il  les  avait  confec- 
tionnées quelques  années  avant  sa  mort  et  allait  les  pu- 
blier quand  il  tomba  malade. 

Dans  la  Correspondance  de  Zach  (Gotha  iSis,  vol. 
XXVI,  page  499))  Gauss  dit  ;  Die  idée  dazu  hat  Leonelli 
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to  viel  ich  xvcis  siierst  angegeben;  allein  xeme.  mcinung 
war,  éinc  solche  tafeljiir  tvchnungen,  irtît  i4  deeimalen 
zit  r.onstruiren. 
(Communique  par  M.  Bellaviiis  ,  profewaur  à  l'unlToreile  de  Padouc.) 

Voici  ce  qu'on  trouve  sur  Leonelli  dans  les  Comptes 
rendus  de  t  Académie  des  Sciences  : 

Lbokelle  (Zecchiki).  —  Modifications  à  la  méthode 
d^  extraction  des  racines  nttmêri<}ues;  l.  IV,  p,  961; 
l.  VU,  p.  653. 

—  Invention  et  Tnbles  de  logarithmes  atldilionnels 
et  déducli/s;  t.  XIII,  p.  807.' 

—  Note  sur  la  comète  de  mars  i843  ;  t.  XVII,  p.  179, 

(PnOWHF.T.) 
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Le  style  de  prospectus  n'est  pas  une  invention  moderne. 
Voici  un  spétimcn  en  vers  qui  remonte  ii  l'origine  de 
l'iinpriincrie. 

Kalendan'um  Johannis  de  Monte  Regio. 

Sur  le  titre,  orné  de  vases  fleuris,  on  Ht: 

Aureus  hic  liber  est  :  non  est  preciosor  ull» 

Gemma  kalendario  :  quod  docei  istiid  opiis 
Aureus  hic  numerus  :  lune  :  solisque  labores 

Monstrantur  facile  :  cuncla<]ue  sii;na  poli  : 
Quoique  sub  hoc  libro  terre  pcr  longa  regantur 

Tempera  ;  quisf|tie  (lies  :  mensis  ;  et  anmis  erit, 
Scilur  in  instanli  quecuoque  sit  hnra  diei 

Hune  emat  astrologus,  qui  velit  esse  cito 
Hoc  Johanoes  opus  l'egio  de  monte  Probatum 

Coinposuit  :  tora  noius  in  Italia. 

ftulluin  mathimaliiat.  1.  IV.  (Drcombrc  iS^iiO  '> 
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(9») 
Quod  Veneta  impressnni  fuit  in  tdlure  per  illas 
iDferiut  quorum  nomioa  pku  loco. 
1476. 
Bernardus  pjctor  de  Augusta 
Petrus  Loïlein  de  Langencen 
Erhardu»  Ratdolt  de  Augusta. 
Calendrier  très-rare  et  imprimé  avec  luxe.  On  y  trouve 
une  Table  de    Venœ  sectione  per   duodecim  zodiaci 
signa.  On  doDoe  encore  cette  indication  dans  des  alma- 
nachs  royaux  sous  Louis  XIV. 

Makuel  théorique  et  paiTiQue  de  t'iPPLiciTion  db  la 

IIÉTBOOE  DES  KOINDRES  CAKKÉS  kV  CALCUL  DES  OBSCKTA- 

TioMs;  par  M.  Bitter  (Ètie).   Paris,   i858;  in-8  de 

75  pages. 

Excellent  opuscule,  conlenaot  uneexposîtioo  claire  de 
la  théorie  et  des  procédés  commodes  et  instructifs  pour 
la  pratique. 

Le  chapitre  V,  consacré  à  la  résolution  des  équations 
du  premier  degré  en  nombre  plus  grand  que  celui  des  in- 
connues, doit  avoir  de  l'intérêt  pour  les  professeurs  des 
lycées. 

Au  chapitre  VIII,  on  résout  onze  équations  entre  cinq  ' 
inconnues,  exemple  emprunté  à  Gauss.  Les  réstiltaude 
M.  Riiter  diffËrent  dès  les  dizaines  de  ceux  de  l'illnstre 
géomètre. 

La  méthode  des  moindres  carrés  est  extrêmement  ré- 
pandue en  Allemagne  et  employée  même  par  des  arpen- 
teurs. Nous  sommes  bien  loin  de  U.  Nos  levés  de  Cadastre 
méritent-ils  grande  conlianceî'  fai  connu  en  iSia  à 
Mayence  un  vérificateur  de  Cadastre  qui  arguait  de  faux 
tous  les  calculs  par  logarithmes.  Il  est  mort  du  typhus 
pendant  le  siège  de  cette  ville. 
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TAILB  DIS  lATIKRBS  PAB  OMRI  ifinSM^IJI. 

(TOHE  IV.) 


BistorifK. 

Ptgm. 

Origine  du  mol  calculer 33 

Grand  prix  de  mathémaliques  à  décerner  en  iS6i.  (Académie  des 

Sciences  de  Paris.  ) 33 

Note  ayant  pour  objet  de  signaler  les  erreurs  nombreuses  qui 
existent  dans  les  Tables  de  logarithmes  de  Callet;  par 
MM.  Lefort  et  Houel ji 

KMiigrafkie. 

Levons  d'Algèbre;  par  M.  Eugène  Roucfié i 

Eléments  d'Arithmétique,  3°  édition  ;  par  M.  Lionnet 5 

Leçons  d'Arithmétique  élémentaire;  par  Mn^imilien   Marie. 

(M.  deBktmc.).' 9 

LogarUkinorum   FI  dedmaliam,   etc.  ;    auctore'  Camlo  Bre- 

r)iUcr,eU:.  (M.  Houel] la 

Leçons  sur  les  fonctions  inverses  des  transcendantes  elliptiques; 

par  3/.  Lamé.  (M.  J.  Gauux.) aa 

Transformation  des  propriétés  métriques  des  figures  à  l'aide 

de  la  théorie  des  polaires  réciproques;  par  M.  Mannlieim. 

(M.  F*tRE. ) afi 

Leçons  de  Mécanique  élémentaire,  etc.  ;  par  MM,  Harant  et 

^'Mu<: as 

ProspetiHS  Joannls  KifAeri astrononû  opcra  omnia  (*) 3a 

AnnaU  de  matemnticn  piira  eil  appticata ,  di   Barrtaba  Tono- 

Uni.  Tome  1",  n"  i,  i858 35 

Résolution  des  équations  transcendantes;  par  M.  Stern;  tra- 
duit par  M.  E-  Lévï 39 

Elantdonnés  neuf  points  d'une  surlàce  du  second.degré,  recon- 
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naltre  si  un  diiième  poiol  est  mtérieur  ou  CKtérieur  à  la  sur- 
face ou  sur  lu  surface  ;  par  M.  tir,  Jorxjaières jS 

Table  des  logarithmes  à  cinq  décimales,  etc.;  par  M.  Hoùet. 

(F.  Lbfobt.) 5o 

■    Leonkardi  Eideri  opéra  minora  rollecla,  etc 6c 

Kianmer,  sur  la  lai  générale  des  restes  de  puissaoces 64 

Bou/ûakowsky,  problème  de  position  relatir  à  la  théorie  des 

nombres 66 

Trattato  del  modo  brcviaimo  di  inxttre  la  milice  quadra,  etc.  ; 

di  P.  J.  Cataldi 68 

Journal  de  Crelle;   par  MM.  Borcàanlt,  etc.    LV*   volume, 

cahier  i,  i858 78 

^lagleickungen  dcr  Fchler  pofy^gonom.  messungeiii  par  yoT' 

UmdcT 84 

Praktische  anleititng  iind  Tafeln,  etc.';  par  Ulfers 85 

Bulletin  de  l'Académie  de  Saint-Pélersboui^ 85 

Généalogie  des  Bernoulli 85 

BiopifhK. 

Bramer  (Benjamin  ) S? 

Leonelli  (  Zecchini  )    8* 


TAILB  DES  NOMS  PAR  ORDRE  ALPHABETIQUE. 


ABEL ■",  ■■'4  et  35 

ALEMBEBT  (  d'} « 

APPOLLONIUS 59 

ARCHIMÈDE ^9 

ABISTOTE 3" 

BABBAGE '4^1  '5 

BAGAY 'î 

BARRÈME 5 

BELLAVITIS. . , . .' «9 

DERANGER,  |>oèle S 

BEBNARD,  |>eintre % 

BERNOULU  (  JK*^  ) 4 
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Pagas. 

BERTRAND,  Membre  de  l'InsUtut a,  4  et  34 

BETTl,  proresseur 53 

BEYNAC,  professeur ii 

BORCHARDT 7» 

BORELLO  (  Pellegbiso  } 77 

BOUNIAKOWSKY 63  et  66 

BOURDON 9 

BRAMER  (Bbnjamin ) * 5? 


BRiGGS 4",  5o  et  54 

BRIOSaiI,  professeur 35,  3?  et  38 

BUBGI  (Jobst) 58  et  6o 

CALLET i3,  4i  et  5i 

CARDAN 54 

CATALAN,  professeur '. 4 

CATALDI  (  P.-A.  ) 68 

CAUCHY 34 

CHASLES,  Membre  de  rinstilut a8 

CRELLE i3  et  78 

DELAMBBE 19 

DELAUNAY,  Membre  de  l'Institut 3a 

DIOPHANTE 64 

DUHAMEL,  Membre  de  l'Institut, a  et  3a 

DUPAIN  (J.-Cu.),   profeeseur a 

EUaiDE 39 

EULER aa,  a4,  60  et  80 

FAGNANO aa 

FADLHABER S7 

PAUHE ,  capitaine  d'artillerie 29 

FLOWEB 54 

FORMEY 6a 

FREDERIC  (  LE  GnAfiD) 6a 

FCSS  (H.) 60 

GARDINER , i3  et  18 

GARUN  (J.),  professeur a6 

GAUSS 4,  19,  5i,  54,  64  et  66 

GENOCCHI,  profe^ur 35 

GERONO.  professeur ji 

GUILMIN ,  professeur a 

HAMILTON 4 
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HA8ANT,  proteeseur >9 

HERHITE,  Membre  de  l'Institut 4» 

HORACE 35 

HOUEL,  professeur 4,  ai,  4»,  45  et  5o 

HUÏGHENS 39 

JACOBl aa,  a4  et  ?« 

JONQDIÈRES  (M) 4S 

JULLŒN  (  l'abbè  ) 3» 

KEPLER 6,  ag,  3a,  4o  el  58 

KIESSEB ,  gr«v(!ur 5? 

KRONECKER 78 

KUMMER.  professeur 64,  et  78 

LAFITTE  (Pierre),  proresseur ag 

LAGRANGE ai  et  78 

LALANDE 16  et  5a 

LAMÉ,  Membre  de  l'Institut i,  aa  et  3a 

LANDEN aa 

LAPLACE I 

LEFORT,ingân.enchef(lespoDtsetchaugsées.     4',  45,  54  et  56 

LEGENDRE aa  et  64 

LE  GENDRE  (arithméUcien  ) S 

LEIBNITZ j 

LEJEUNE-DIRICHLET 5i 

LEONELU 54  et  89 

LEVÏ,  professeur 39 

uBRi ; - 

UONNET,  professeur 5 

UOUVILLE ,  Membre  de  l'Institut j8 

LOSLELN 89 

LUTHER,  astronome îi 

MACLAURIN aa 

MANNHELM,  capitaine  d'artillerie 16 

MAHESCOT 69 

MARIE  (Maiimilien) g 

MARISCO 68 

UATHËTE,  professeur 4" 

MATTHIESSEN * 55 

MAURY,  directeur  de  l'observatoire  de  Washington 63 

MONTE  REGGIO »g 

NAPIER  (Nepeh) 5o  et  W 
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PsgM. 

NEWTON 39  et  io 

OUVAROFF  (  D') 6i 

POINSOT,  Membre  de  l'iostitut 34 

POISSON 3a 

PBOUHET 8g 

PRUDENTIUS  (  Clemess) 33 

QUINTILLIEN 33 

BACINE 6 

BADTOLT 8g 

RAVENEL,  conservaleur  à  la  Bibliothèque  impériale 77 

REÏNAUD  (  BAKON  ) 9 

BICHELOT 78 

ROLLE 40 

BOUCHÉ  (Eugène),  professeur 1 

SCHELLBACU 78 

SERHET,  enaminateur 35 

SIIERWIN 5i 

SHORTRÈDE i3  el  i5 

SHUMAQIER 5i 

STELNER 78 

STERN,  professeur Sg 

STRUVE  (  W.  ) 85 

TARTAGLIA Sj 

TAYLOR i3  el  18 

TCHEBYCHEW 63 

TERyUEM  (P.),  professeur  d'hydrographie 63 

TORTOLINI  (B.),   professeur 35 

ULFERS : 85 

URSINUS 14 

VEGA 14,  17,  18  et  Si 

VUCQ ; 17,  18.  4i  et  5i 

VOLTAIRE 6 

VOBLANDEB .^ 84 

WEIERSTRASS , 78 

WESSEL,  imprimeur 5? 

WILHELH  IV 57 

ZECH 55 

PARIS.  -  IMPRIMERIE  DE  MALLET-BACHBLIER, 
ras  dn  Jirdinat,  11. 
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